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Resumo 
Esta dissertação tem como principal foco a análise de efeitos de escala com critérios de 
tensão, em materiais compósitos de microestrutura periódica. 
É utilizado um modelo de material tridimensional compósito (duas fases sólidas) ou 
poroso (sólido e vazio) obtido pela repetição de uma célula de base unitária em todas as 
direções espaciais. 
A teoria da homogeneização é utilizada para estimar as propriedades elásticas de 
materiais compósitos periódicos, com o objetivo de tratar um meio heterogéneo como um meio 
homogéneo com propriedades mecânicas equivalentes. 
As topologias da célula de base unitária são obtidas através de um problema de 
otimização topológica, utilizando o método da homogeneização inversa. Este é formulado como 
a maximização da rigidez sujeito a um constrangimento de volume. Sendo que esta é uma 
formulação bastante limitada e não oferece características apropriadas para fabrico ou 
aplicações específicas são, também, utilizados constrangimentos de permeabilidade. É utilizada 
uma amostra representativa de diferentes topologias, geradas para diferentes estados de tensão e 
é apresentado para cada uma o estado de anisotropia respetivo. 
Na análise de efeitos de escala com critérios de tensão distinguem-se dois estudos: (1) 
determinação de campos de tensão, ao nível da célula de base unitária central da microestrutura, 
através da teoria da homogeneização e validação da mesma, pela comparação desses resultados 
com os obtidos através da simulação computacional de ensaios mecânicos normalizados, para 
um número crescente de repetições da célula de base unitária; (2) aplicação de ensaios 
mecânicos normalizados com a finalidade de averiguar se existe um padrão periódico na 
distribuição da tensão, ao nível da microestrutura, para um número crescente de repetições. 
Os resultados mostram que um fator de escala baixo é suficiente para substituir um 











This works main focus is the scale-size effect analysis with stress criteria regarding 
periodic microstructure composite materials. 
A three-dimensional material model is used for a composite material (two solid phases) 
or porous material (solid and void phases), which are obtained by repeating an unit cell along all 
spatial directions. 
The homogenization theory is used to compute the elastic properties of periodic 
composite materials replacing a heterogeneous composite by the equivalent homogeneous 
material. 
The unit-cell topologies are obtained by a topology optimization algorithm using the 
inverse homogenization method. The topology optimization problem is formulated as the 
compliance minimization subject to volume or permeability constraints. These last ones are 
used because they offer a far-reaching approach when it comes to finding appropriate material 
properties to manufacture and be employed in practical solutions. The topologies are obtained 
for different macroscopic stress fields and a representative sample is used along with the 
corresponding anisotropy measure. 
The scale-size effect analysis includes two different studies: (1) convergence analysis of 
stress field to homogenization predictions (2) finding if a periodic stress field is obtained when 
standard numerical tests are applied to the composite. 
The obtained results show that is sufficient to have a low scale factor to replace the non-
homogeneous composite by the equivalent homogeneous material with the stress field 
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Simbologia e notações 
Latim 
A Parâmetro adimensional que quantifica a anisotropia de material. 
𝑪H, 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
H  Tensor da flexibilidade homogeneizado. 
𝐷 Dimensão característica do domínio macroscópico. 
𝑑 Dimensão característica do domínio microscópico. 
𝐸0 Módulo de elasticidade do material base da microestrutura. 
𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
0  Tensor da elasticidade ou rigidez do material base da microestrutura. 
𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 Tensor da elasticidade ou rigidez. 
𝐄H, 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
H  Tensor da elasticidade ou rigidez homogeneizado. 
𝐸𝑀𝑎𝑡1 Módulo de elasticidade do material 1 (sólido). 
𝐸𝑀𝑎𝑡2 Módulo de elasticidade do material 2 (vazio). 
𝑒 Média. 
𝑓 Função objetivo. 
𝐹𝑛 Força aplicada em um nó. 
𝐺 Módulo de corte do material 
𝑔𝑖 Função agregadora. 
?̂? Operador de convulsão utilizado no filtro de sensibilidades. 
𝑘∗ Limite superior para a fração de permeabilidade do material. 
𝐊, 𝐾𝑖𝑗 Matriz de permeabilidade. 
𝐊H, 𝐾𝑖𝑗
𝐻 Matriz de permeabilidade homogeneizada. 
n Normal à superfície. 
𝑛 Fator de escala. 
𝑁 Número de elementos que compõem a malha. 
𝑁𝑛 Número de elementos a que pertence o nó. 
𝑝 Expoente de penalização do modelo SIMP. 





𝑟𝑚𝑖𝑛 Raio do filtro de sensibilidades. 
s Desvio padrão. 
𝑈𝑑𝑖𝑙 Densidade energia de dilatação. 
𝑈𝑑𝑖𝑠 Densidade energia de distorção. 
𝑈𝑒 Densidade energia de deformação. 
𝑉∗ Limite superior para a fração volúmica de material disponível. 
𝑊 Trabalho por unidade de volume. 
𝑌 Domínio microscópico. 
 
Grego 
𝛼 Coeficiente de penalização. 
𝛽 Constante arbitrária. 
𝛾 Distorção. 
𝛿𝑖𝑗 Delta de Kronecker. 
𝜺, 𝑖𝑗 Tensor das extensões. 
𝑟𝑠
0  Campo de deslocamento macroscópico médio. 
𝜂 Fator de penalização associado à tensão. 
𝜃𝑖 Ângulos de Euler. 
𝜆 Primeira constante de Lamé. 
𝜇 Função densidade microscópica. 
𝑣 Coeficiente de Poisson do material. 
𝜌 Função densidade macroscópica. 
𝝈, 𝜎𝑖𝑗 Tensor das tensões. 
𝜏 Tensão de corte. 
𝜙 Função de relaxamento. 
𝜒𝑖 Modos de deformação locais da célula. 
𝛹 Domínio macroscópico. 
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O termo Engenharia está relacionado com a criação de produtos úteis que atravessam 
um processo que se estende desde a sua concepção até à produção, passando por etapas de 
projeto conceptual, análises, planeamento, produção e controle de qualidade. 
A análise e otimização de estruturas e materiais têm ocupado, ao longo dos anos, um 
espaço considerável ao nível de investigação científica, sendo que é uma área em contínuo 
desenvolvimento, por ter uma vasta gama de aplicações e utilidade em projetos de engenharia.  
Tipicamente, num projeto de engenharia deste tipo, realiza-se uma análise estrutural que 
procura determinar a resposta de uma estrutura e seus componentes a um carregamento exterior 
(por exemplo, através da leitura de deformações e/ou tensões). Isto aplica-se a todas as 
estruturas que devam resistir a carregamentos mecânicos (e.g, pontes, máquinas, próteses ou 
tecidos biológicos). Posteriormente, os resultados são utilizados para validar a aptidão da 
estrutura, tendo em conta os requisitos de projeto. Para tal pode-se recorrer a métodos de analise 
analíticos, numéricos e/ou experimentais, sendo estes últimos mais difíceis de executar na maior 
parte das vezes, por terem condicionantes como condições de trabalho, experiência do 
investigador, complexidade do objeto de estudo ou custos financeiros.  
Os métodos analíticos baseiam-se na descrição analítica dos fenómenos físicos, através 
de modelos matemáticos, e em formulações teóricas pelo que apresentam maior exatidão, ao 
nível de resultados. Um modelo matemático é uma representação ou interpretação simplificada 
da realidade e pode ser definido como um conjunto de equações que governam o 
comportamento do sistema físico, relacionando as variáveis e os parâmetros que o descrevem. A 
resolução de um problema a partir de um modelo matemático depende da complexidade do 




analítica é fácil de obter, o mesmo não sucede para modelos com equações diferenciais e 
integrais definidas em domínios de geometria complexa. 
A utilização de computadores tem vindo, ao longo das últimas décadas, a impulsionar o 
desenvolvimento e utilização de modelos numéricos. A isso chama-se simulação numérica que 
é bastante utilizada na área da mecânica computacional. Os métodos numéricos facilitam a 
resolução de problemas mais complexos, são eficientes e aproximados da realidade. Entre estes 
destaca-se o método dos elementos finitos (MEF) que é um método variacional. No MEF um 
domínio é decomposto em vários subdomínios que permitem simplificar a formulação do 
problema, pois é mais fácil representar uma função complexa como uma composição de funções 
polinomiais simples, com um erro tão pequeno quanto se pretenda, bastando para isso aumentar 
o número de subdomínios. Por outras palavras, uma estrutura é vista como a assemblagem de 
elementos discretos (ou finitos) e a resposta da estrutura, como um todo, é aproximada pela 
resposta individual de cada elemento, por exemplo ao nível da distribuição de deslocamentos. O 
MEF representa uma ferramenta capaz de analisar problemas reais de engenharia, envolvendo 
geometrias, comportamentos físicos ou condições de fronteira complexas. Posto isto, só a 
utilização de computadores permite explorar todas as potencialidades do método, já que este 
implica sempre um custo computacional elevado. Não obstante, uma maior capacidade 
computacional permite uma discretização por elementos finitos mais refinada de um problema, 
permitindo uma solução mais aproximada da realidade. Pretende-se com esta explicação, realçar 
a importância que os computadores e a simulação numérica têm tido ao longo das últimas 
décadas, e também na realização desta dissertação. 
Em matemática, otimização é a seleção da melhor alternativa de um conjunto de 
possibilidades. Na sua forma mais básica, um problema de otimização consiste na maximização 
ou minimização de uma função de variáveis contínuas ou discretas, visando encontrar uma 
solução ótima, isto é, que resulte no melhor desempenho possível do sistema, seguindo um 
critério de desempenho ou performance. Quando aplicada a problemas de engenharia e, mais 
especificamente a projeto estrutural, a otimização pode-se traduzir num problema clássico de 
minimização de massa de uma estrutura (função objetivo), com constrangimentos de tensões ou 
deslocamentos. Em suma, a otimização estrutural é uma disciplina que engloba um conjunto de 
teorias e métodos que procuram obter a estrutura que desempenha mais eficientemente a função 
pretendida. 
Esta dissertação, desenvolve a análise e otimização de materiais compósitos, mais 
especificamente construídos num polímero chamado de PCL (polycaprolactone). Este 
compósito tem recebido bastante atenção ultimamente, em aplicações ao corpo humano, tendo 
esta sido, inclusive, aprovada pelo FDA (U.S Food and Drug Administration). Como 
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consequência, a sua aplicação no fabrico de scaffolds (suportes biomiméticos) em engenharia de 
tecidos, tem sido bastante utilizada. 
Nesta dissertação são considerados os materiais compósitos de microestrutura 
periódica. Neste tipo de materiais há uma célula de base unitária que é repetida periodicamente 
em todas as direções espaciais, gerando a heterogeneidade do meio. Esta célula de base unitária 
representa a mais pequena heterogeneidade do domínio do material e a sua topologia é tida 
como objeto de estudo, na análise das propriedades mecânicas, mas também da sua eficiência 
para uma medida de desempenho pretendida para o material e restrições funcionais de projeto. 
Quando se pretende estudar o comportamento mecânico de um meio periódico 
heterogéneo, a utilização de métodos analíticos ou numéricos é apenas plausível para um 
número pequeno de heterogeneidades. Para um número grande de heterogeneidades é comum a 
utilização de teorias simplificadoras, como a teoria da homogeneização que permite o cálculo 
das propriedades mecânicas equivalentes. Segundo a teoria da homogeneização, um meio 
heterogéneo é substituído por um meio homogéneo com propriedades elásticas equivalentes. A 
utilização desta teoria permite realizar análises numéricas complexas com menores gastos 
computacionais. No entanto, como resultado das simplificações assumidas, é necessário 
realizar-se testes que permitam avaliar a aproximação da teoria à realidade. Isso é feito no 
âmbito desta dissertação aquando do estudo dos efeitos de escala. 
 
1.1 Objetivos da dissertação 
A presente dissertação de mestrado tem como principal objetivo acrescentar valor 
científico à investigação que incide no projeto e análise de materiais de microestrutura periódica 
compósitas (duas fases sólidas) e porosas (fases sólido/vazio, i.e., material celular), com 
especial enfâse no estudo dos efeitos de escala na distribuição de tensões. Com menor ênfase foi 
feito um estudo bibliográfico sobre a aplicação de critérios de tensão na otimização topológica 
de estruturas. Desde que a otimização topológica foi introduzida por Bendsøe e Kikuchi (1988), 
tem sido frequente a sua utilização em problemas de maximização de rigidez, ou de 
minimização da flexibilidade. No entanto, esse pode não ser o objetivo na maioria dos casos 
práticos de projeto estrutural, pelo que algumas alternativas têm sido propostas, como 
minimização de massa ou volume, com constrangimentos de tensão. A introdução de critérios 
de tensão é, portanto, um tópico relativamente recente e este trabalho, representa um ponto de 
interesse por opor efeitos de escala a distribuição de tensões ao nível da microestrutura, para 
além de se focar na determinação de campos de tensão na célula de base unitária, pela teoria da 
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homogeneização. Uma das principais aplicações que serve de inspiração à realização desta 
dissertação é o projeto de suportes biomiméticos. para regeneração de tecido ósseo – scaffolds. 
De forma a iniciar o contacto com as temáticas centrais da dissertação, foi utilizado um 
código de otimização topológica desenvolvido em Matlab, por Sigmund (2001). Esse código 
permitiu a realização de otimizações de estruturas em domínios bidimensionais e obtenção de 
diferentes topologias, consoante as condições de fronteira definidas. Para além disso, introduziu 
o conceito de filtro de sensibilidades que é uma ferramenta necessária em otimização topológica 
para evitar problemas numéricos (checkerboard). De seguida foi utilizado um código 
FORTRAN com principal enfâse num algoritmo que permite aplicar o método das diferenças 
finitas na resolução do problema de otimização topológica. 
Como explicado anteriormente, um dos focos desta dissertação é a determinação de 
campos de tensão em microestruturas de materiais compósitos através da teoria da 
homogeneização, sendo para isso necessário realizar-se a validação desses resultados. Para isso 
são efetuados ensaios numéricos, através de códigos APDL, para diferentes topologias de célula 
de base. De seguida são avaliadas as tensões provocadas por carregamentos, de tensão constante 
ou deformação constante, em compósitos com diferentes números de repetições da célula de 
base ou microestrutura representativa (desde 1×1×1 até 5×5×5). Em repetições pares, para que 
as topologias correspondam, será utilizado um padrão periódico shifted (descentrado ou em off-
set) que será posteriormente detalhado. Pretende-se comprovar que quanto maior o número de 
repetições melhores serão os resultados obtidos, isto é, menor será o desvio entre os resultados 
obtidos pelo ensaio numérico ao compósito e o respectivo resultado fornecido pela teoria da 
homogeneização. Este é o estudo dos efeitos de escala para distribuição de tensões e será feito 
através de ensaios numéricos (com códigos APDL). É feita uma seleção criteriosa das 
topologias a estudar, dos carregamentos utilizados (tensão constante ou deformação constante) e 
das componentes da tensão a ler, para que se possa um conjunto de resultados o mais 
representativo possível. Pretende-se verificar, também, se há um padrão periódico na 
distribuição de tensões, ao nível do compósito gerado para um número crescente de repetições 
da célula de base. 
 
1.2 Estrutura da dissertação 
A dissertação está estruturada em 6 capítulos, desde a “introdução” (capítulo atual) até à 
“conclusão e desenvolvimentos futuros”, como mostra a figura 1.1. Na mesma podem-se 
distinguir três blocos principais, diferentes: a) investigação e revisão literária, com enfâse no 
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problema de otimização com critérios de tensão b) metodologias e técnicas de otimização e c) 
análise e resultados. 
 
Figura 1.1: Estrutura da dissertação 
 
O capítulo 1 pretende introduzir o tema da dissertação, abordando as várias temáticas 
teórico-práticas que envolveram o desenvolvimento da mesma. São também descritas as 
motivações que levaram à sua realização e expostos os objetivos. 
O capítulo 2 apresenta o estado da arte. Esta possui uma revisão bibliográfica, sobre a 
investigação científica, no âmbito da dissertação. São abordados os desenvolvimentos feitos ao 
nível de otimização estrutural, otimização topológica, materiais de microestrutura periódica e na 
utilização do polímero PCL. O foco deste capítulo está, no entanto, nos efeitos de escala e na 
otimização de topologia com critérios de tensão. Este capítulo tem como objetivo expor os 
principais trabalhos em que a dissertação se baseia e realçar a sua originalidade científica. 
No capítulo 3 são expostos os processos e metodologias utilizados na análise e 
otimização que originam os resultados apresentados no capítulo 5. Este capítulo é, assim, de 
cariz teórico. É feita também uma revisão teórica de alguns tópicos relevantes durante a 
realização da dissertação. 
No capítulo 4 é feita uma caracterização dos ensaios numéricos e são explicadas as 
condições de fronteira, utilizadas nos mesmos. Para além disso, todo o processo de análise que 
foi feito é exposto. 
O capítulo 5 apresenta os resultados obtidos, tanto a nível de otimização como a nível de 









6. Conclusões e desenvolvimentos futuros 
a) Investigação e revisão literária 
2. Estado da arte 
b) Metodologias e técnicas de otimização 
3. Análise e otimização 
c) Análise e resultados 




duas partes. A primeira mostra as topologias ótimas obtidas para diferentes estados de tensão, 
assim como para diferentes formulações do problema de otimização. Na segunda metade, são 
apresentados os resultados obtidos relativamente à influência dos efeitos de escala, tanto na 
distribuição de tensões e respetiva validação pela teoria da homogeneização como na 
determinação de um padrão periódico na distribuição da tensão, em microestruturas periódicas. 
Finalmente, o capítulo 6 tem as conclusões, onde é feita uma retrospetiva de todo o 
trabalho realizado e são discutidos os resultados obtidos, face ao que era previsto. Por fim, são 
lançados desafios futuros que pretendem dar continuidade ao trabalho de investigação aqui 
apresentado. 
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2 Estado da arte 
Os primeiros desenvolvimentos, relacionados com a pesquisa de formas ótimas de 
elementos estruturais, remontam aos séculos XVI e XVII através de Galileo Galilei. A área da 
otimização estrutural tem constituído, mais recentemente, um tópico de interesse, projetada pelo 
avanço tecnológico que tem sido feito ao nível de computadores e na área de Engenharia 
Assistida por Computador.  
Têm sido, também, desenvolvidos métodos analíticos e numéricos para a resolução deste 
tipo de problemas. A teoria dos Elementos Finitos (Clough, 1960) surgiu no seguimento dos 
avanços teóricos feitos na área dos métodos numéricos aplicados à mecânica estrutural e 
permitiu pela primeira vez a possibilidade de se realizarem análises de estruturas complexas. 
 
2.1 Otimização estrutural 
A otimização estrutural visa a obtenção de uma configuração ótima, através da 
determinação de um conjunto de parâmetros, designados variáveis de projeto, que satisfaçam a 
minimização/maximização de uma função objetivo (massa, rigidez, flexibilidade), quando 
sujeita a um conjunto de constrangimentos. Esta pode se dividir em três categorias principais: 
otimização dimensional, otimização de forma e otimização topológica. Pode ser, ainda, 
considerada a otimização à escala do material, isto é, determinação do material ótimo. 
A otimização dimensional estava bem patente em problemas de otimização estrutural, no 
início do período da otimização estrutural moderna (década de 60). Neste tipo de otimização, as 
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dimensões das secções transversais dos elementos da estrutura são, por exemplo, as variáveis de 
projeto, sendo que a forma ou topologia da mesma não se alteram. 
Como resultado de um esforço de investigação, começam a surgir os primeiros trabalhos 
que introduzem a otimização de forma (Zienkiewicz e Capbell, 1973; Haftka e Grandhi, 1986). 
Em otimização de forma, as dimensões e topologia da estrutura estão pré-definidas e a fronteira 
Γ que delimita um domínio Ω é variável. Desse modo, as variáveis de projeto são as 
coordenadas de posição dos pontos que definem a fronteira do problema. O objetivo é, portanto, 
encontrar a forma ótima da fronteira Γ que minimiza a função objetivo do problema. Na 
otimização de forma, as variáveis de projeto são designadas variáveis geométricas. 
Este tipo de otimização, apesar de ser mais complexa que otimização dimensional, 
depende fortemente da topologia o que pode conduzir a uma solução sub-ótima. Isto é, se a 
topologia definida não for ótima. As duas categorias de otimização estrutural apresentadas 
podem ser utilizadas individualmente, porém, é quando utilizadas em conjunto que se obtêm os 
melhores resultados. 
A otimização de topologia tem como objetivo distribuir material numa determinada 
região, da forma mais eficiente, de modo a maximizar ou minimizar uma função objetivo, sem 
violar um conjunto de constrangimentos. Esta lida com variáveis booleanas (0 ou 1) que 
representam um estado de existência (1) ou ausência (0) de material. Estes vários tipos de 
otimização estrutural estão ilustrados na figura 2.1. 
A otimização topológica pode ser aplicada a estruturas reticuladas, para descobrir quais 
os nós e as barras que correspondem à utilização mais eficiente do material (Ground Structure 
Approach) e também a meios contínuos bidimensionais ou tridimensionais, para identificar 
respetivamente pontos do plano ou do espaço, com material ou ausência dele. 
No caso de otimização topológica aplicada a meios contínuos, discretizados por uma 
malha de N elementos finitos, é associada tipicamente uma variável contínua de densidade 
𝜌𝑒𝜖 [0,1] a cada elemento, que representa a sua densidade relativa, onde e = 1,…,N. A solução 
é apresentada sob a forma de presença (𝜌𝑒 = 1) ou ausência (𝜌𝑒 = 0) de material no domínio. 
Existem vários métodos para resolver um problema de otimização topológica, como o Hard-Kill 
Optimization ou Fully Stressed Design Technique e ainda o Soft-Kill Optimization que é uma 
variante do primeiro. Bendsøe e Kikuchi (1988) desenvolveram um método importante em 
otimização topológica, baseado na utilização de um modelo de material compósito, designado 
método de homogeneização. Em Sigmund (1994) é apresentado uma variante designada método 
da homogeneização inversa (ver capítulo 3). 
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Figura 2.1: Tipos de otimização estrutural. (a) Otimização dimensional; (b) otimização de forma; (c) 
otimização topológica. O problema inicial está representado à esquerda e a estrutura otimizada à direita. 
Adaptado de Sigmund (2000). 
 
Outro método baseado num modelo de material compósito de densidade variável é o 
SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization), proposto por Bendsøe (1989) e introduzido 
por Rozvany et al (1992). Este método utiliza um expoente designado expoente de penalização 
que penaliza densidades intermédias (0 < 𝜌 < 1), forçando o algoritmo a convergir para 𝜌 = 1 
(presença de material) ou 𝜌 = 0 (ausência de material). As propriedades, 𝑬𝒆, do material em 





em que 𝐸0 é o módulo de Young do material de base (sólido e isotrópico) e 𝑝 a penalização. A 
figura 2.2 mostra a relação entre a rigidez relativa 
𝐸𝑒
𝐸0
 e a densidade 𝜌𝑒 para várias penalizações. 
Segundo Bendsøe & Sigmund (2003), para um problema com um constrangimento de 
volume ativo, 𝑝 ≥ 3 é necessário para uma convergência da variável de densidade 𝜌, de modo a 
que o domínio de projeto seja caracterizado apenas por regiões de 𝜌 = 1 (material sólido) e 
𝜌 = 0 (vazio). 
 
(a) Otimização dimensional 
(b) Otimização de forma 
(c) Otimização topológica 
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Figura 2.2: Rigidez relativa em função da densidade para vários valores de penalização, 𝑝. Adaptado de 
Lee (2012). 
 
2.2 Materiais compósitos de microestrutura periódica e efeitos 
de escala 
Os materiais compósitos pertencem a uma classe de materiais que é formada por dois ou 
mais constituintes (fases) diferentes. Como se trata de um tipo de material onde é possível 
obterem-se características únicas, têm bastante aplicação – desde artigos utilizados no dia-a-dia 
até produtos de alta tecnologia. Pode ser um material fabricado pelo Homem, mas também 
existem alguns exemplos de compósitos na natureza, como a madeira, a cortiça e o osso 
humano. 
Nesta dissertação é considerado um material compósito poroso e de microestrutura 
periódica, feito a partir de um polímero, PCL (polycaprolactone). Este compósito é um poliéster 
biodegradável (biomaterial) e a sua utilização como implante tem recebido bastante atenção, por 
possuir propriedades que promovem a sua compatibilidade biológica. Mais especificamente, é 
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Do ponto de vista de projeto, os requisitos biológicos e mecânicos para um scaffold 
entram em conflito, pois a melhoria duma função deteriora a outra. Pretende-se que o scaffold 
seja ao mesmo tempo poroso (de modo a favorecer o intracrescimento ósseo e cumprir a sua 
função biológica) e rígido (de modo a cumprir a função mecânica). Aqui as técnicas de 
otimização desempenham um papel importante para se encontrar um compromisso ótimo entre 
rigidez e permeabilidade do meio e as arquiteturas ótimas para scaffolds podem ser obtidas 
através de otimização topológica. Neste sentido, recentemente têm sido conduzidos alguns 
estudos (Wieding et al. 2013, 2014; Wu et al. 2014). Em Kang et al. (2010), o módulo 
volumétrico e a difusividade isotrópica são utilizados como medida verificadora dos requisitos 
funcionais, concluindo que as microestruturas obtidas satisfaziam o objetivo, para porosidades 
entre os 30% e 60%. 
O PCL tem sido, como referido anteriormente neste capítulo, alvo de estudos que 
pretendem averiguar a sua adequabilidade no fabrico dos ditos scaffolds, quanto às suas 
propriedades mecânicas (Eshraghi & Das 2010, 2012) e aos métodos de fabrico em si (Williams 
et al. 2005; Coelho et al. 2015). Em Coelho et al (2015) foi desenvolvido um estudo onde, 
através da realização de vários ensaios em diferentes amostras de PCL (ver figura 2.3), se 
determinou um módulo de Young 𝐸 ≈ 300MPa para o PCL. 
 
Figura 2.3: (a) Amostras de PCL de diferentes tamanhos e identificação da célula unitária. (b) Teste de 
compressão na máquina MTS (Mechanical Testing System). Adaptado de Coelho et al (2015). 
 
O estudo dos efeitos de escala é uma parte importante para validar os resultados obtidos 
pela teoria da homogeneização, isto é, estuda-se a convergência das propriedades do material 
compósito, para os valores previstos por aquela teoria. De fato, as propriedades estimadas pela 
teoria da homogeneização consideram uma repetição infinita de células unitárias e condições de 
fronteira periódicas, o que não se verifica exatamente na prática. O projeto de material periódico 
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pelo método da homogeneização apoia-se nas duas premissas anteriores, mas, na realidade, 
quando o material é fabricado a sua célula de base deve ter uma dimensão. Assim, é necessário 
averiguar se as topologias da microestrutura obtidas pelo método da homogeneização podem 
traduzir-se numa estrutura real, à escala macroscópica. Em Xie et al (2012) esse tópico é 
abordado, opondo o projeto de estruturas periódicas (com repetição finita das células unitárias) 
ao projeto de material periódico (em que a dimensão da célula unitária é infinitesimal e, 
portanto, temos infinitas células). Com o aumento de células unitárias as topologias encontradas 
à escala da estrutura devem ter propriedades cada vez mais próximas das homogeneizadas. 
Esta dissertação é uma mais-valia, na análise dos efeitos de escala com critérios de 
tensão, e surge no seguimento de um trabalho similar, ao nível dos efeitos de escala, mas que 
coloca em foco as constantes elásticas, como caracterização mecânica do material, ver Coelho et 
al (2015) e Amiano (2015). Efetivamente, a análise dos efeitos de escala é um tópico 
frequentemente associado ao projeto de materiais compósitos de microestrutura periódica 
(Zhang & Sun, 2006). Por exemplo, em Pecullan et al (1999) são avaliadas as propriedades 
estimadas de compósitos elásticos 2D. Para isso, fez-se aumentar o fator de escala (definido 
como o rácio entre o comprimento linear do compósito e o da célula unitária) dos compósitos, 
quando sujeitos a ensaios numéricos com condições de fronteira de Dirichlet e Neumann (ver 
capítulo 4). 
 
2.3 Problema de otimização com critérios de tensão 
A optimização topológica enquanto método de distribuição ótima de material, num 
determinado domínio de projeto, representa um campo de investigação bem estabelecido. 
Porém, a maioria das contribuições científicas nesta matéria não têm contemplado critérios de 
tensão. 
A introdução de critérios de tensão num problema de otimização topológica pode ser feita 
através da função objetivo ou, como é mais comum, dos constrangimentos. Um problema típico 
de otimização topológica é o da maximização de rigidez, ou de minimização da flexibilidade 
(compliance) com constrangimento de volume. No entanto, esse pode não ser o interesse na 
maioria dos casos práticos de projeto estrutural, pelo que algumas alternativas têm sido 
propostas, como, por exemplo, a formulação de problemas de minimização de massa ou 
volume, com constrangimentos de tensão. Numa primeira análise, esta abordagem foge aos 
critérios pouco objetivos, associados a problemas de maximização de rigidez, mas requerem 
mais esforço computacional pelo que têm sido também exploradas técnicas que aliviem esse 
peso, como o uso de computação em paralelo (París et al, 2013). Para além disso, a utilização 
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de critérios de tensão opõe o investigador a três grandes desafios. São eles a natureza local do 
constrangimento, o comportamento altamente não-linear das tensões (Yang & Chen, 1996; Le et 
al, 2010) e o fenómeno da singularidade. O fato da tensão representar uma quantidade local, ao 
contrário da rigidez, pode implicar a utilização de um grande número de constrangimentos. 
Fruto dos primeiros desenvolvimentos neste tópico, na última década, tem havido uma 
maior preocupação em tratar problemas de otimização estrutural com critérios de tensão, como 
em Lipton & Stuebner (2006). Estes investigadores utilizaram uma extensão das metodologias 
empregues, até então, e conseguiram controlar as flutuações locais da tensão à escala da 
microestrutura, para um estado de tensão imposto à escala da macroestrutura. As 
microgeometrias obtidas garantiram a rigidez global da estrutura, ao mesmo tempo que 
evitaram a concentração de tensões, em cantos reentrantes (ver figura 2.4). 
Em Verbart et al, (2013) é utilizado um método similar ao SIMP, penalizando o material 
no qual os valores da tensão excedem um valor admissível. 
Outros estudos relativamente a este assunto podem ser consultados (Colominas, 2003; 
Lin & Huang, 2004; Pereira et al, 2004; Amstutz & Novotny, 2010; Emmendoerfer & Fancello, 
2014; Guo et al, 2014). 
 
 
Figura 2.4: Distribuição de densidade de material na secção transversal, otimizada para rigidez torsional. 
Adaptado de Lipton & Stuebner (2006). 
2.3.1 ε-relaxation 
O fenómeno da singularidade foi observado pela primeira vez por Sved e Ginos (1968) e 
Kirsch (1990) num problema de otimização topológica de treliças, sujeito a constrangimentos 
de tensão. Eles verificaram que a topologia ótima só pode ser obtida removendo por completo 
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uma das barras da treliça e, portanto, violando o constrangimento de tensão a ela associado. A 
singularidade deveu-se ao aparecimento de regiões degeneradas como consequência da natureza 
descontínua do constrangimento de tensão, quando a área da secção transversal é zero. O 
constrangimento é violado quando essa área tende para zero, mas é removido quando é 
exatamente zero que é onde, normalmente, o ótimo global se encontra. Contudo os otimizadores 
não são capazes de identificar estas regiões degeneradas, logo, convergem para um ótimo local. 
Estas regiões degeneradas podem ser eliminadas introduzindo um relaxamento nos 
constrangimentos de tensão.  
Cheng & Guo (1997) apresentaram um método de relaxamento para o problema de 
otimização topológica de treliças, designado ε-relaxed approach, que permite suavizar a região 
admissível e tensões maiores em regiões de densidade baixa. Para garantir que o 
constrangimento de tensão é sempre satisfeito quando a área (ou densidade, em otimização 




− 1)𝜌𝑒 ≤ 0 (2.2) 
 
em que 𝜎𝑣𝑚 representa o valor da tensão equivalente de von Mises, lido num elemento barra, e 
𝜎𝑦 o valor da tensão de cedência (que não pode ser ultrapassado). Verifica-se que quando o 
valor da densidade se aproxima de zero o constrangimento é violado, pois 𝜎𝑣𝑚 aumenta. O 
método de relaxamento propõe a introdução de um parâmetro, ε > 0, que perturbe o 
constrangimento de tensão e as variáveis dos limites inferiores, de modo a que a região 
degenerada no domínio admissível seja suavizada. A introdução do parâmetro ε traduz-se, 




− 1)𝜌𝑒 ≤  (2.3) 
 
o que permite que o constrangimento seja satisfeito quando 𝜌𝑒 é suficientemente pequeno, logo 
suavizando as fronteiras da região degenerada. 
O contorno do domínio admissível e da função objetivo de um problema de treliça 
composta por três barras pode ser visto na figura 2.5 (ver também Lee (2012) para mais detalhes 
sobre o problema). Neste exemplo existe um ótimo global no ponto B, mas que está na região 
degenerada BC, logo o otimizador tem dificuldade em encontrá-lo e, por norma, converge para 
o mínimo local A. Relaxando os constrangimentos de tensão a região degenerada desaparece e o 
ponto ótimo B passa a estar incluído na região admissível. 
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Esse mesmo método é aplicado por Duysinx & Bendsøe (1998) para estruturas contínuas. 
Estas abordagens não são únicas, já que outros autores adoptaram variantes do método (Duysinx 
& Sigmund, 1998; Pereira et al, 2004; Guilherme & Fonseca, 2007; Bruggi & Venini, 2008; 
París et al, 2009). 
 
 
Figura 2.5: Região admissível num problema de treliça composta por três barras. Quanto menor for a 
perturbação  mais perto estará o ponto B do verdadeiro ótimo. Adaptado de Lee (2012). 
 
O problema da singularidade é revisitado em Le et al, (2010) que propõe uma abordagem 
mais geral e redefine o constrangimento de tensão. Este é reformulado como 






em que 𝜂(𝜌𝑒) é o fator de penalização associado à tensão, semelhante à forma como o método 
SIMP penaliza a rigidez, através de 𝜌𝑝. Esta abordagem garante um domínio de projeto suave 
desde que 𝜂(𝜌𝑒) seja monotonamente crescente com 𝜂(0) = 0, tal que a tensão no vazio seja 
zero e 𝜂(1) = 1, para que a tensão relaxada seja consistente com a tensão nas regiões de 
material sólido. Para além disso, existe uma restrição em 𝜂(𝜌𝑒), tal que 𝜌
𝑝 < 𝜂(𝜌𝑒) < 1 para 
0 < 𝜌 < 1, o que implica que o valor interpolado da tensão está delimitado em cima pelo valor 
(a) Problema original, sem relaxamento (b)   𝜀 = 0.01 
(d)   𝜀 = 0.15 (c)   𝜀 = 0.05 
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não penalizado da tensão e em baixo pelo valor penalizado da tensão, pelo SIMP. Nenhum 
desses valores é adequado como constrangimento. Se 𝜂(𝜌𝑒) = 𝜌
𝑝 então a tensão deixa de ser 
dependente das densidades nos elementos e o otimizador remove todo o material para 
minimizar a massa, resultando numa topologia de vazio. Se 𝜂(𝜌𝑒) = 1 obtêm-se tensões 
diferentes de zero em regiões de densidade nula e o otimizador terá dificuldades em eliminar 
material nalgumas zonas do domínio de projeto. 
 
2.3.2 qp-approach 
Bruggi (2008) introduziu um método de relaxamento alternativo conhecido como qp-
approach. Com base num material compósito laminado poroso, a definição de comportamento 
das tensões microscópicas num problema de otimização topológica baseado na densidade, deve 
contemplar duas condições: (i) ser inversamente proporcionais à variável de densidade e (ii) 
convergir para uma tensão finita quando a densidade tende para zero. A definição da tensão 








Por sua vez, a condição (ii) é satisfeita escolhendo 𝑞 = 𝑝, já que deste modo a tensão 
microscópica é finita (assumindo tensões macroscópicas finitas). 
No qp-approach, quando 𝑞 < 𝑝 a tensão na Eq. (2.6) será zero quando a variável de 





𝐶𝑒(𝐸0)〈𝜖𝑒〉 = 0, 𝑞 < 𝑝 (2.7) 
 







− 1 ≤ 0, 𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑞𝑝 = 𝑝 − 𝑞 > 0, ∀𝑗 ∈ Ω
𝑑 (2.8) 
 
Ao contrário do conjunto de constrangimentos original que eram apenas aplicados ao 
domínio do material Ω𝑚𝑎𝑡
𝑑 , o novo conjunto de constrangimentos relaxado é aplicado a todo o 
domínio de projeto Ω𝑑. O parâmetro de relaxação 𝑞𝑝 é análogo ao parâmetro utilizado no ε-
relaxation. Aplicando o qp-approach a um problema de treliça formada por duas barras, as 
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densidades da Eq. (2.8) são substituídas pelas áreas normalizadas das secções transversais das 
barras, ou seja, 
𝐴𝑖
𝐴𝑚𝑎𝑥
. A figura 2.6 mostra como o domínio de projeto se altera, para diferentes 
valores do parâmetro de relaxamento. Como se pode também ver pela figura, o qp-approach tem 
um efeito no domínio admissível semelhante ao do ε-relaxation. Conforme o parâmetro de 
relaxamento decresce, o domínio de projeto aproxima-se cada vez mais da sua forma original. 
No entanto, o qp-approach não converge totalmente para o domínio original quando 𝑞𝑝 → 0. 
Por sua vez, quando 𝑞𝑝 = 0 o ótimo global não faz parte do domínio admissível, ou seja, o 
segmento 𝐷 − 𝐹 não é admissível. Logo, o qp-approach não é adequado quando o parâmetro 
𝑞𝑝 decresce continuamente para zero. Contudo, quando o parâmetro toma valores muito 
pequenos, diferentes de zero, o domínio admissível perturbado aproxima-se do domínio original 
não perturbado. Além disso, em problemas de otimização topológica baseados em densidade o 
qp-approach é geralmente aplicado com um parâmetro de relaxamento elevado, tipicamente 
𝑞𝑝 = 0.5 ou 1. 
 
Figura 2.6: Domínio de projeto do problema de treliça composto por duas barras, utilizando o qp-
approach. As linhas a cheio representam os constrangimentos relaxados. As linhas a traço interrompido 
representam os constrangimentos originais. Adaptado de Verbart (2015). 
 
2.3.3 Relaxamento da tensão 
Recentemente, uma prática comum tem sido a de considerar um relaxamento da tensão 
(Le et al, 2010) ou penalização da tensão (Holmberg, et al, 2013) e que na maioria dos casos se 
baseia no qp-approach. 
Em vez de se considerar a tensão microscópica, considera-se uma tensão relaxada que é 
definida pela perturbação da tensão microscópica por uma função de relaxamento, ou seja: 
?̃?𝑒 = 𝜙(𝜌𝑒; )𝜎𝑒 (2.9) 
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Onde 𝜙(𝜌𝑒; ) é a função de relaxamento que pode depender de um parâmetro de relaxamento 
. A função de relaxamento é escolhida tal que a tensão relaxada seja zero quando a densidade é 
zero e dê um valor correto da tensão para densidades sólidas: 
𝜙 = {
1, 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝜌 = 1
0, 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝜌 = 1
 (2.10) 
 
Outras definições de tensão relaxada têm sido utilizadas. Por exemplo, em Le et al (2010) 
e Holmberg et al (2013) a tensão relaxada foi definida baseada na seguinte função de 
relaxamento: 
𝜙 = 𝜌𝜀𝑞𝑝 , 𝑐𝑜𝑚  𝑞𝑝 = 𝑝 − 𝑞 > 0 (2.11) 
 






Nesta formulação, a tensão relaxada não depende de um parâmetro de relaxamento, como o 𝑞𝑝, 
que controle o quanto a tensão relaxada se desvia da tensão microscópica. 
 
2.3.4 Comparação entre os métodos de relaxamento 
Para que seja possível fazer-se a comparação entre o efeito do ε-relaxation e do qp-





− α(ρ; ε) ≤ 0 (2.13) 
Onde α pode ser interpretado como a perturbação causada pelos métodos de relaxamento na 
tensão admissível e que depende da variável de densidade 𝜌 e do parâmetro de relaxamento . A 
figura 2.7 mostra o efeito dos dois métodos de relaxamento na tensão admissível. Para o ε-
relaxation foi escolhido um parâmetro = 0.01, enquanto que para o qp-approach foi escolhido 
um parâmetro de relaxamento, 𝑞𝑝, tal que as respetivas funções de relaxamento tenham o 
mesmo valor para ρ = 0.01 (na figura 2.7a) e ρ = 0.1 na (figura 2.7 b). A figura mostra que 
ambos os métodos perturbam o problema original relaxando o constrangimento. Na vizinhança 
de ρ = 0, α tende para o infinito, tal que o constrangimento de tensão seja sempre satisfeito, 
quando a densidade é suficientemente pequena. A diferença entre os dois métodos é que o ε-
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relaxation geralmente perturba o problema na vizinhança de densidade zero, enquanto que o qp-
approach perturba o constrangimento ao longo de toda a gama de densidades. Concluindo, o qp-
approach geralmente oferece uma aproximação mais suave, o que é benéfico para otimização 
baseada no gradiente. 
 
Figura 2.7: Funções de relaxamento. O parâmetro de relaxamento 𝑞𝑝 > 0 é escolhido tal que as funções 
intersetem em (a) 𝜌 = 0.01 e (b) 𝜌 = 0.1. Adaptado de Verbart (2015). 
 
Concluindo, observa-se que o ε-relaxation e o qp-approach são duas abordagens 
estritamente matemáticas que perturbam o domínio admissível original, substituindo o conjunto 
original de constrangimentos por um conjunto relaxado. Para além disso, está provado que 
ambas perturbam de forma semelhante o domínio admissível, num problema de treliça 
composta por duas barras. Adicionalmente, concluiu-se que o ε-relaxation perturba os 
constrangimentos originais localmente quando a densidade se aproxima de zero, pelo que o qp-
approach fá-lo de forma gradual, ao longo de toda a gama da variável de projeto. Por fim, foi 
discutida a utilização de uma tensão relaxada, obtida através da multiplicação da tensão 
microscópica por uma função de relaxamento, de forma a assegurar que a tensão seja nula para 
densidades iguais a zero. Para determinadas funções de relaxamento, esta técnica é, de fato, 
bastante semelhante ao qp-approach. No entanto, esta abordagem distingue-se de ambas a ε-
relaxation e a qp-approach por não ser estritamente matemática e alterar a física do problema. 
 
2.3.5 Implementação de constrangimentos de tensão 
Uma das formas mais comuns de aplicar constrangimentos de tensão, num problema de 
otimização topológica, é limitando o valor da tensão em determinados pontos em todos os 
elementos. Esta abordagem é considerada local (local constraint approach) e foram vários os 
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autores que optaram pela mesma, como por exemplo Pereira et al, (2004), Duysinx & Bendsøe 
(1998). De forma a reduzir o custo computacional, os mesmos optaram por calcular apenas a 
sensibilidade dos constrangimentos ativos. Outras abordagens consistem em transformar os 
constrangimentos locais num único constrangimento global (global constraint approach), 
utilizando uma função agregadora como a função P-norma ou a função Kreisselmeier-
Steinhauser (KS) (Kreisselmeier & Steinhauser, 1979; Yang & Chen, 1996; Duysinx & 
Sigmund, 1998; Guilherme & Fonseca, 2007; Holmberg et al, 2013). Uma desvantagem é que 
não permite um controlo local da tensão tão rigoroso. Uma última abordagem, conhecida block 
aggregated constraint approach, estabelece um compromisso entre as duas abordagens 
anteriores e baseia-se em agrupar os elementos em blocos (com 𝑛 elementos) e definir um único 
constrangimento para cada um desses blocos (París et al 2010; Lee et al 2012). Neste caso, cada 
































2.3.6 Formulação do problema de otimização 
Um problema de otimização topológica com critérios de tensão pode ser definido como a 
minimização da massa, em função da densidade, com constrangimentos de tensão. À 
semelhança do que acontece com a formulação clássica de minimização de compliance com 
constrangimento de volume torna-se necessário penalizar as densidades intermédias. Logo, a 
formulação da função da massa pode ser redefinida como (Haber et al, 1993): 
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onde 𝛼 é um coeficiente de penalização. Outras versões similares desta formulação podem ser 
consultadas em Pereira et al, (2004), Guilherme & Fonseca, (2007) e París et al, (2009). Na 
figura 2.7 está representada esta função de massa penalizada, a função de rigidez penalizada 
através do método SIMP e a função de relaxamento de tensões, em função da densidade, 
segundo Lee (2012). 
Segundo o mesmo autor, a formulação do problema descrito fica: 
min
𝜌𝑒










) ≤ 1 (2.20) 
0 < 𝜌𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝜌 ≤ 1 (2.21) 
 
onde 𝑔𝑖(𝜌𝑒 , 𝜎𝑦) é a função agregadora utilizada para combinar as tensões relaxadas num bloco. 
 
Figura 2.8: Funções de interpolação da massa, rigidez e tensão. 𝛼 = 0.9 é utilizado como coeficiente de 
penalização da função de massa e 𝑝 = 3.0 para a função SIMP. Adaptado de Lee (2012).
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3 Análise e otimização 
3.1 Equações de elasticidade 
As equações que governam a elasticidade envolvem campos de deslocamento, de 
deformação e de tensão e, nesta dissertação, considera-se que o material sofre apenas 
deformações infinitesimais e tem um comportamento linearmente elástico. Na figura 3.1 está 
representada a relação entre deslocamentos, deformações, tensões e forças. 
 
Figura 3.1: Diagrama que descreve a relação entre deslocamentos, deformações, tensões e forças. 
𝜀 = 𝐶𝜎,    𝐶 = 𝐸−1 
𝜎 = 𝐸𝜀 
𝐹𝑖 , 𝑏𝑖,    𝑖 = 1,2,3 
Forças: Deslocamentos:
𝑢𝑖,    𝑖 = 1,2,3 
𝜎𝑖𝑗,    𝑖, 𝑗 = 1,2,3 
Tensões: 
𝜀𝑖𝑗 ,    𝑖, 𝑗 = 1,2,3 
Deformações: 
Relações constitutivas 
𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝑏𝑖 = 0 
Equilíbrio: 




(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖);  
𝜀𝑖𝑗,𝑘𝑙 + 𝜀𝑘𝑙,𝑖𝑗 − 𝜀𝑖𝑘,𝑗𝑙 − 𝜀𝑗𝑙,𝑖𝑘 = 0 
Compatibilidade: 
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3.1.1 Relação deslocamento-deformação 
Os deslocamentos num ponto de um corpo elástico são descritos por três componentes 
(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), todas elas dependentes das coordenadas de posição no sistema de coordenadas 







ou em notação indicial por: 
𝑢𝑖(𝑥𝑗),              𝑖, 𝑗 = 1,2,3 (3.2) 
 
As deformações podem ser vistas como o deslocamento diferencial por unidade de 












onde o tensor das deformações 𝑖𝑗 é um tensor de segunda ordem e pode ser representado na 







e quando 𝑖 ≠ 𝑗, as distorções 𝛾𝑖𝑗 são dadas por: 
𝛾𝑖𝑗 = 𝑖𝑗 + 𝑗𝑖 = 2 𝑖𝑗 (3.5) 
 
Como o tensor das deformações é simétrico, ou seja 𝑖𝑗 = 𝑗𝑖, existem seis componentes 
do tensor independentes, em vez de nove. 
 
3.1.2 Equações de equilíbrio 
O equilíbrio de forças num cubo infinitesimal resulta nas seguintes equações (equações 
de Cauchy): 
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+ 𝑏𝑧 = 0 (3.8) 
 
em que 𝑏𝑖 são as forças volúmicas (gravidade, por exemplo). As equações de Cauchy também 
pode ser escritas em notação indicial por: 
𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝑏𝑖 = 0 (3.9) 
 







e à semelhança do tensor das deformações também é simétrico. 
 
3.1.3 Relações Constitutivas 
A maior parte dos materiais de engenharia são homogéneos e isotrópicos. Um material é 
homogéneo quando as suas propriedades são independentes da sua posição no corpo e é 
denominado isotrópico quando as suas propriedades num dado ponto são iguais em todas as 
direções espaciais. Por sua vez, os materiais compósitos são heterogéneos e, geralmente, 
anisotrópicos.  
A lei de Hooke descreve o comportamento elástico dos corpos, relacionando as nove 
componentes de um estado de tensão com as nove componentes de um estado de deformação. A 
lei de Hooke generalizada pode exprimir-se da seguinte forma: 
𝜎𝑖𝑗 = 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 𝑘𝑙                    𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 = 1,… ,3 (3.11) 
 
sendo 𝜎𝑖𝑗 as componentes do tensor das tensões, 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 os coeficientes elásticos do tensor de 
quarta ordem que caracterizam o comportamento do material e 𝑘𝑙 são as componentes do 
tensor das deformações. A lei de Hooke pode ser reescrita como: 
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𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜎𝑘𝑙                    𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 = 1,… ,3 (3.12) 
 
em que 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 é o tensor da compliance ou flexibilidade que é o inverso do tensor de rigidez 
𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙, ou seja: 
𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
−1                    𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 = 1,… ,3 (3.13) 
 
Se o tensor das deformações for expandido resultam nove equações, cada uma das quais 
com nove incógnitas, logo existem 81 constantes elásticas desconhecidas. Contudo, existem 
simetrias nos tensores da deformação 𝑖𝑗 e da tensão 𝜎𝑖𝑗 tais: 
𝑖𝑗 = 𝑗𝑖 (3.14) 
𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑗𝑖 (3.15) 
 
Ou seja, das 81 constantes elásticas iniciais desconhecidas, sobram 36 independentes no tensor 
elástico 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 e no tensor da compliance 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙. Estas podem ser apresentadas sob a forma de 






























































































































Por fim, devido a haver simetria nos pares de índices (𝑖, 𝑗) (𝑘, 𝑙) do tensor 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 e no 
tensor 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙, tal que: 
𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐸𝑗𝑖𝑘𝑙 = 𝐸𝑖𝑗𝑙𝑘 = 𝐸𝑘𝑙𝑖𝑗   ;      𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐶𝑗𝑖𝑘𝑙 = 𝐶𝑖𝑗𝑙𝑘 = 𝐶𝑘𝑙𝑖𝑗 (3.18) 
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os tensores 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 e 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 ficam reduzidos a apenas 21 coeficientes independentes e a Eq. (3.11) 
pode ser expressa na forma matricial reduzida por: 
𝜎𝑖 = 𝐸𝑖𝑗 𝑗                   𝑖, 𝑗 = 1,… ,6 (3.19) 
 
onde é assumida a seguinte convenção: 
𝜎1 = 𝜎11;  𝜎2 = 𝜎22;  𝜎3 = 𝜎33;  𝜎4 = 𝜎12;  𝜎5 = 𝜎23;  𝜎6 = 𝜎13 
1 = 11;  2 = 22;  3 = 33;  4 = 2 12 = 𝛾12;  5 = 2 23 = 𝛾23;  6 = 2 13 = 𝛾13 































































Para materiais elásticos, o trabalho incremental por unidade de volume é dado por: 
𝑑𝑊 = 𝜎𝑖𝑑 𝑖 (3.21) 
 
Logo, pela Eq. (3.17): 
𝑑𝑊 = 𝐸𝑖𝑗 𝑗𝑑 𝑖 (3.22) 
 
e integrando em todas as deformações, obtém-se o trabalho por unidade de volume, ou 




𝐸𝑖𝑗 𝑖 𝑗 (3.23) 
 
3.1.4 Materiais isotrópicos 
Num material isotrópico existem infinitos planos de simetria de material, logo qualquer 
que seja a direção considerada, o número de constantes elásticas independentes é reduzida a 
duas, uma que caracteriza o material segundo as direções longitudinais (𝑥, 𝑦, 𝑧) e outra segundo 
os planos de corte (𝑥𝑦, 𝑦𝑧, 𝑥𝑧). 
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Para o caso particular dos materiais isotrópicos a Eq. (3.11) pode ser reescrita como: 
𝜎𝑖𝑗 = [𝜆𝛿𝑖𝑗𝛿𝑘𝑙 + 𝜇(𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑙 + 𝛿𝑖𝑙𝛿𝑗𝑘)] 𝑘𝑙 (3.25) 
 
em que 𝜆 e 𝜇 são as constantes de Lamé e 𝛿𝑖𝑗 é o delta de Kronecker. As constantes de Lamé 
podem se relacionar com o módulo de corte 𝐺, o módulo de Young 𝐸 e o coeficiente de Poisson 
𝑣 da seguinte forma: 






(1 + 𝑣)(1 − 2𝑣)
 (3.27) 
 
A tabela 3.1 apresenta de forma resumida a relação entre as constantes elásticas 𝜆, 𝜇, 𝐸, 𝐺 
e 𝑣. 
Tabela 3.1: Relações entre constantes elásticas. 
 Pares de constantes elásticas 
𝜆, 𝜇 𝐸, 𝐺 𝐸, 𝑣 




(1 + 𝑣)(1 − 2𝑣)
 
𝝁 𝜇 𝐺 𝐸
2(1 + 𝑣)
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3.1.5 Tensão equivalente de von-Mises 
A tensão de von-Mises é habitualmente utilizada para determinar se um material 
isotrópico e dúctil suportará um determinado carregamento complexo que pode misturar tensões 
normais e de corte. Tal é feito calculando a tensão equivalente de von-Mises, que reduz esse 
estado de tensão complexo a um escalar, e comparando-a à tensão de cedência do material. Isto 
constitui o critério de falha de von-Mises. 
É de notar que o critério de falha de von-Mises representa um processo empírico e, como 
tal, possui erros e desvios inerentes. Continua, no entanto, a ser o método de escolha, mais de 
um século depois de ter sido proposto. 
O conceito de tensão de von-Mises baseia-se na teoria da energia de distorção máxima. A 
energia de distorção é a energia necessária para deformar um material, sendo que em distorção 
pura, a forma do material muda mas o volume mantém-se constante. 








2 − 2𝑣(𝜎1𝜎2 + 𝜎1𝜎3 + 𝜎2𝜎3)] (3.28) 
 
A parcela da energia de deformação por unidade de volume responsável pela dilatação do 








(𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3)
2         (3.29) 
 
De seguida, subtraindo a densidade de energia de dilatação à densidade de energia de 





2 + (𝜎1 − 𝜎3)
2 + (𝜎3 − 𝜎2)
2]        (3.30) 
 
De acordo com a teoria da energia de distorção o valor da densidade de energia de 
distorção não deve exceder o valor correspondente ao máximo admissível em tracção simples, 
ou seja: 
[(𝜎1 − 𝜎2)
2 + (𝜎1 − 𝜎3)
2 + (𝜎3 − 𝜎2)
2] ≤ 2𝜎𝑦
2        (3.31) 
√
(𝜎1 − 𝜎2)
2 + (𝜎1 − 𝜎3)
2 + (𝜎3 − 𝜎2)
2
2
≤ 𝜎𝑦               (3.32) 
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Em que 𝜎𝑦 representa a tensão de cedência do material e a parcela à esquerda da 
inequação representa a tensão equivalente de von Mises que também pode ser expressa em 





2 + (𝜎22 − 𝜎33)




2 ) (3.32) 
 
3.2 Modelo de material 
Nesta dissertação é utilizado um modelo de material tridimensional de material 
compósito, com duas fases sólidas ou poroso (sólido/vazio) e de microestrutura periódica, ou 
seja, o meio heterogéneo é obtido através da repetição de uma célula de base unitária, nas três 
direções espaciais. O modelo de material está separado em duas escalas distintas. A escala 
macroscópica tem a dimensão característica 𝐷 do domínio Ψ, ocupado pelo material 
heterogéneo, e é caracterizada pela densidade ou fração volúmica 𝜌. A escala microscópica tem 
como dimensão característica o comprimento linear 𝑑 da célula de base que ocupa um domínio 
𝑌 (assume-se domínio unitário, i.e., |Y| = 1) e é caracterizada pelo campo escalar de densidade 
𝜇(𝑥, 𝑦). Assume-se também que 𝐷≫𝑑 (ver figura 3.2). 
O campo escalar 𝜇(𝑦) é contínuo e assume valores entre 0 e 1 que se traduz na ausência 
ou presença de material, respetivamente. No presente trabalho é focada a escala microscópica e 
as topologias de cada microestrutura formam um problema local de distribuição de material, 
orientado pela variável de densidade 𝜇. Nesta escala os valores intermédios não possuem 
significado físico. É utilizado, portanto, o método SIMP que penaliza as densidades intermédias, 
forçando a que as topologias obtidas sejam apenas definidas pela ausência (0) ou presença (1) 
de material. 
A modelação numérica é feita através do software de elementos finitos ANSYS e 
distinguem-se dois problemas diferentes, o da validação da teoria da homogeneização e o da 
verificação de um padrão periódico no campo de tensão, ao nível da microestrutura, para um 
número de repetições da célula de base crescente. Para o modelo numérico da célula unitária, o 
domínio 𝑌 é discretizado por uma malha de elementos finitos regular 10×10×10, em que cada 
elemento finito assume uma variável de densidade 𝜇 que é constante no elemento e é designado 
por SOLID45 no ANSYS. Este é um elemento hexaedro, definido por 8 nós e em que cada um 
possui três graus de liberdade (translação em 𝑥, 𝑦 e 𝑧), o que se traduz, no caso da célula 
unitária, num total de 1331 nós, 1000 elementos e 3993 graus de liberdade. 
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Figura 3.2: Modelo de material de material compósito de microestrutura periódica com padrão de 5×5×5 
(na teoria vai para infinito) células de base de dimensão característica D e uma célula de base unitária 
com dimensão característica 𝑑. 
 
A figura 3.3 mostra um exemplo em que partindo de uma célula unitária, discretizada por 
uma malha de elementos finitos, se obtém uma distribuição ótima de densidades, através de um 
problema de otimização topológica. 
 




Célula de base unitária (microestrutura) 
Compósito com padrão 










Malha de E.F 
vazio 
sólido 
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3.3 Problema de otimização 
O princípio básico da otimização é encontrar a melhor solução possível sob determinadas 
circunstâncias. Matematicamente o problema é formulado tipicamente como uma minimização 
da função objetivo, sujeito a constrangimentos. Isso pode ser expressado como: 
min
𝒙
                 𝑓(𝒙)                                                 
sujeito a         𝑔𝑗(𝒙) ≤ 0, 𝑗 = 1,2, … ,𝑚    
                             ℎ𝑘(𝒙) = 0, 𝑘 = 1,2,… , 𝑝        
                     𝑥𝑖
𝑙 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑖






onde 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) é o vetor das 𝑛 variáveis de projeto, 𝑓(𝒙) a função objetivo e as 
funções 𝑔𝑖(𝒙) e ℎ𝑗(𝒙) são os 𝑚 constrangimentos de desigualdade e os 𝑝 constrangimentos de 
igualdade, respetivamente. 𝑥𝑖
𝑙 e 𝑥𝑖
𝑢 são os limites inferior e superior de variação das variáveis de 
projeto 𝑥𝑖. 
Nesta dissertação, ao nível da otimização de topologias de células de base do material 
periódico, aplica-se uma formulação mais clássica que visa a minimização de uma função 
objetivo que é a densidade de energia de tensão (compliance), sujeita a constrangimentos de 
volume ou permeabilidade, consoante o tipo de aplicação. Por exemplo, no projeto de suportes 
biomiméticos a imposição da permeabilidade é essencial, mas se a rigidez for o único parâmetro 
indispensável na função da microestrutura, então o volume é o único constrangimento utilizado. 
Por sua vez, a rigidez e a permeabilidade são duas propriedades conflituantes, querendo isso 
dizer que o favorecimento de uma deteriora a outra. Posto isto, de modo a se conseguirem obter 
bons compromissos entre as duas, a otimização topológica é um bom método e que permite 
atingir esse fim. 
No projeto ótimo de material, o domínio de projeto é o da célula de base, do material de 
microestrutura periódica, e a sua topologia é obtida pela solução de um problema de 
distribuição de densidade 𝜇. A variável de densidade 𝜇 está restringida a um intervalo ]0,1], em 
que 1 representa a presença de material e 0 a ausência do mesmo. No entanto, como se trata de 
um problema de meio contínuo, obtêm-se as denominadas “zonas cinzentas”, quando a variável 
𝜇 toma valores intermédios. Assim é necessário a utilização do método SIMP, para que essas 
densidades intermédias sejam penalizadas e convirjam para 0 ou 1, dado que as mesmas não 
têm significado físico, ao nível da microestrutura. 
O problema de otimização que visa a minimização da compliance com constrangimentos 
de volume pode ser definido da seguinte maneira: 
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min 
𝜇




𝐻 (𝜇)𝜎𝑚𝑛𝜎𝑘𝑙                                      (3.37) 
sujeito a   ∫𝜇(𝑦)𝑑𝑌
𝑌
≤ 𝑉∗;       0 ≤ 𝜇 ≤ 1,     𝑦 ∈ 𝑌 (3.38) 
 
em que 𝜇 é a densidade local, assume um valor no intervalo ]0,1] e depende da variável de 
posição 𝑦 na célula de base de domínio 𝑌. O tensor da tensão 𝜎 caracteriza o campo de tensões 
médias macroscópicas aplicadas ao compósito, 𝐶𝐻 representa o tensor da compliance 
homogeneizado, sendo este o inverso do tensor de rigidez homogeneizado 𝐸𝐻. Desta forma, a 
solução final obtida contem uma percentagem de material, V∗, em relação ao domínio de 
projeto, 𝑌, definido inicialmente. No entanto, o constrangimento deve aparecer na forma ≤ 1, 
pelo que deve ser reformulado de: 
∫𝜇(𝑦)𝑑𝑌 ≤ V∗ (3.39) 
 
para, 
∫𝜇(𝑦)𝑑𝑌 + (1 − V∗) ≤ 1 (3.40) 
 
Outra alternativa ao constrangimento de volume é a utilização de constrangimentos de 
permeabilidade. Estas novas restrições forçam a que o tensor da permeabilidade seja diagonal e 
que em cada coeficiente da diagonal (que representa cada direção espacial) seja igual ou maior 
que um limite 𝑘∗. Desta forma é possível obter-se uma rede de poros que garantem uma 
permeabilidade mínima em todas as direções espaciais, sendo a medida de permeabilidade do 
material poroso dado por um tensor homogeneizado 𝐾𝐻, como se pode ver em Coelho et al 
(2009,2011). Assim, as restrições de permeabilidade vêm dadas da seguinte forma: 
𝐾𝑖𝑗
𝐻(𝜇) ≥ 𝑘∗; 𝑖 = 𝑗 = 1,… ,3        (3.41) 
𝐾𝑖𝑗
𝐻(𝜇) = 0; 𝑖 ≠ 𝑗 𝑒 𝑖, 𝑗 = 1,… ,3 (3.42) 
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3.3.1 Análise de sensibilidades 
A análise de sensibilidades é importante num problema de otimização topológica, dado 
que os algoritmos de programação matemática são baseados em informação de derivadas das 
funções. Esta tem como objetivo quantificar de que forma a alteração de uma variável de 
projeto afeta a função objetivo. 
Dependendo do tipo de problema, o cálculo das sensibilidades pode ser resolvido de 
duas formas diferentes: numericamente ou analiticamente, através do cálculo dos gradientes da 
função objetivo. Um método numérico pode ser o método das diferenças finitas que é de 
implementação simples, ao contrário dos métodos analíticos, mas em contrapartida realiza 
aproximações de baixa precisão. Quando o objetivo é a minimização de compliance com 
constrangimentos de volume ou permeabilidade, a análise das sensibilidades é realizada através 
do cálculo analítico dos gradientes da função objetivo e da função de constrangimento (ver 
Bendsøe & Sigmund, 2003). No entanto, para outras formulações como a introdução de critérios 
de tensão, o cálculo analítico dos gradientes é penoso, pelo que os métodos numéricos no 
cálculo das derivadas podem ser mais convenientes de utilizar, pelo menos, numa primeira fase. 
 
3.3.2 Técnicas de filtragem 
Muitas vezes os algoritmos de otimização deparam-se com instabilidades numéricas, 
como o fenómeno do checkerboard, e dependência da malha. As técnicas de filtragem têm um 
papel fundamental em lidar com esses fenómenos indesejáveis. Checkerboard refere-se a uma 
solução em que o material aparece distribuído num padrão que varia entre sólido e vazio, em 
elementos consecutivos. Assim, se a presença de material é representada pela cor preta e o vazio 
pela cor branca, a distribuição de material vai se assemelhar a um checkerboard (tabuleiro de 
damas; ver figura 3.4). 
 
Figura 3.4: Esquerda: Não existe filtro e há presença de checkerboard. Direita: Existe filtro; não há 
presença de checkerboard mas existe uma camada transitória, a cinzento, entre sólido e vazio. Adaptado 
de Holmberg (2013). 
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A presença deste fenómeno cria uma rigidez muito alta que é tida como artificial (Díaz & 
Sigmund, 1995) e produto de uma má modelação numérica, pelo que o checkerboard não 
representa uma distribuição ótima de material. A dependência da malha, por sua vez, deve-se a 
obterem-se diferentes soluções para diferentes discretizações. 
Tipicamente existem duas técnicas de filtragem: o filtro de sensibilidades (Sigmund, 
1997) e o filtro de variáveis de projeto (filtro de densidades; Bruns & Tortorelli, 2001). A 
utilização de um filtro faz com que a análise de sensibilidades de um determinado elemento 𝑘 
seja o resultado da média ponderada entre a sensibilidade desse elemento e as sensibilidades dos 
















onde 𝑓 é uma função objetivo, ou de constrangimento, 𝑁 é o número de variáveis de projeto (ou 
o número de elementos que compõem a malha, já que é atribuída uma variável de densidade, 𝜇, 
a cada elemento), 𝐻?̂? é um operador de convolução independente da malha e é um fator de peso, 
dado por: 
?̂?𝑙 =
𝑟𝑚𝑖𝑛 − 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑘, 𝑖)
𝑟𝑚𝑖𝑛
,     {𝑖 ∈ 𝑁 |𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑘, 𝑖) ≤ 𝑟𝑚𝑖𝑛}, 𝑘 = 1,… ,𝑁 (3.44) 
 
em que 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑘, 𝑖) corresponde à distancia do centro do elemento 𝑘 ao centro do elemento 𝑖, 
como mostra a figura 3.5. Consequentemente, quanto maior for 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑘, 𝑖) menor será o peso do 
fator ?̂?𝑙 e é zero quando 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑘, 𝑖) > 𝑟𝑚𝑖𝑛. 
 
Figura 3.5: Vizinhança do elemento 𝑘 definida por 𝑟𝑚𝑖𝑛. O cálculo da média das sensibilidades no 
elemento 𝑘 contempla todos os elementos cujo centro esteja contido dentro da região delineada por 𝑟𝑚𝑖𝑛. 
Adaptado de Amiano (2015). 
𝑖 
𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑘, 𝑖) 
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3.3.3 MMA 
O Método das Assimptotas Móveis (MMA) é um dos algoritmos de otimização mais 
utilizados para resolver problemas de otimização topológica, (Svanberg, 1987). Este é um 
método que resolve um problema original, através de uma sequência de aproximações mais 
simples do mesmo. 
O MMA delimita um intervalo, através de duas assimptotas verticais, utilizando depois 
os valores atualizados e antigos da variável de projeto, de forma a determinar se a convergência 
está a ocorrer de forma monótona ou oscilante. Assim, para cada iteração, o otimizador ajusta 
esse intervalo, atualizando as assimptotas para que a convergência se dê de forma mais rápida 
ou conservativa.  
Admitindo um problema de otimização formulado como: 
min𝐹0(𝐱) , (𝐱 ∈ R
𝑛)                    (3.45) 
s. a   f𝑗(𝐱) ≤ f𝑗,     𝑗 = 1,2, … ,𝑚 (3.46) 
x𝑖 ≤ x𝑖 ≤ x𝑖,        𝑖 = 1,2, … , 𝑛  (3.47) 
 
onde 𝐱 = [x1, x2, … , x𝑛]
T é o vetor das variáveis de projeto, 𝐹(𝐱) é a função objetivo não linear, 
f𝑗(𝐱) ≤ f?̂? são as m funções de constrangimento, x𝑖e x𝑖 são os limites laterais para a variável de 
projeto x𝑖. Este problema genérico é resolvido iterativamente pela seguinte ordem: 
 
i. Início dá-se na iteração 0 (k=0) e é escolhido um ponto inicial 𝐱0; 
ii. Calcula, num determinado ponto 𝐱k, f𝑗(𝐱
k) e ∇f𝑗(𝐱
k) para 𝑗 = 1,2,… ,𝑚; 
iii. Gera um sub problema 𝑃k através de uma função de aproximação, descrita abaixo; 
iv. Gera um problema dual para o sub problema 𝑃k. Resolve o problema dual e, logo, 𝑃k; 
v. Atualiza 𝐱k, 𝑘 = 𝑘 + 1. Verifica se existe convergência, caso contrário volta a (ii). 






























≤ f?̂?,     𝑗 = 1,2,… ,𝑚 (3.49) 
max {x𝑖, 𝛼𝑖
k} ≤ x𝑖 ≤ max{x𝑖, 𝛽𝑖
k}                           (3.50) 
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Aqui os parâmetros 𝑟𝑖
k e 𝑠𝑖
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,       𝑠𝑒 
𝜕f𝑗
𝜕𝑥𝑖
< 0         














Este método é o indicado quando a inicialização do problema é escolhida para que o sub 
problema inicial seja admissível, mas na maioria dos casos pode não ser prático escolher esse 
ponto. 
O MMA tem as suas raízes no CONLIN, que é um caso particular do primeiro, 
nomeadamente alterando parâmetros do algoritmo tal que as assimptotas escolhidas sejam 
𝐿𝑖 = 0 e 𝑈𝑖 → ∞. 
 
3.4 Homogeneização 
Imaginando que se pretende caracterizar mecanicamente a resposta de um material 
compósito, quando sujeito a condições de fronteira que podem ser de tração ou deslocamento 
imposto, a resolução deste problema pode ser feita através de métodos analíticos ou numéricos. 
Os métodos analíticos são directos e as equações diferenciais que caracterizam o problema 
podem ser difíceis de resolver, logo a aplicação desses métodos está limitada a geometrias 
muito simples. Por sua vez, os métodos numéricos (como o MEF) adaptam-se melhor a 
geometrias complexas. No entanto, os materiais compósitos apresentam heterogeneidades que, 
quando presentes em grande número, representam também um obstáculo à utilização dos 
métodos numéricos pois seria necessário utilizar uma malha de E.F tão detalhada ou refinada 
que se traduziria num esforço computacional proibitivo. 
Na teoria da homogeneização o meio heterogéneo é substituído por um contínuo 
homogéneo equivalente que traduz o comportamento em média (homogeneizado) do meio 
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original, i.e., tem propriedades mecânicas equivalentes. O detalhe da modelação do problema 
fez-se apenas ao nível de uma célula de base unitária, evitando-se assim um modelo de todo o 
meio heterogéneo. 
Nesta dissertação a teoria da homogeneização é aplicada em meios periódicos, sendo 
importante verificar de que forma o compósito real estudado se aproxima das hipóteses 
assumidas pela teoria da homogeneização que são, principalmente, duas: (1) periodicidade 
infinita do meio heterogéneo ou, por outras palavras, assume-se que a célula de base unitária 
que tem dimensão característica 𝑑 é infinitesimal quando comparado com a dimensão 
característica 𝐷 do domínio material macroscópico, ou seja, =
𝑑
𝐷
→ 0 (ver figura 3.6; Guedes 
& Kikuchi, 1990) em que  pode ser entendido aqui como o fator de separação de escalas, 
microscópica e macroscópica. Assim, a homogeneização trata o problema como adimensional 
quando na realidade os materiais compósitos apresentam heterogeneidades e domínio 
macroscópico com dimensões finitas (0 <  < 1); (2) periodicidade infinita do domínio 
microscópico dentro do domínio macroscópico, tal que qualquer propriedade física ou 
geométrica Ψ é periódica, ou seja, a seguinte condição é imposta (ver também figura 3.6): 
x  Ψ e (x + y)  Ψ  (x + y) = (x) (3.54) 
 
As propriedades elásticas homogeneizadas são calculadas através da seguinte equação 

















onde |𝑌| representa o volume do domínio da célula unitária, 𝛿 o delta de Kronecker e 𝜒𝑘𝑚 são 
as deformações características da célula quando submetidas à aplicação de seis estados de 
tensão de teste unitário (𝑒𝑟𝑠
0(𝑘𝑚)













𝑑𝑌, ∀𝐯 ∈ 𝑉¥ (3.56) 
 
Aqui, 𝐸𝑝𝑞𝑟𝑠 é o tensor das propriedades elásticas calculado pelo modelo SIMP, ou seja: 
𝐸𝑝𝑞𝑟𝑠(𝑦) = 𝜇(𝑦)
𝑝𝐸𝑖𝑗𝑘𝑚
0 ,   𝑝 > 1 (3.57) 
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onde 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑚
0  representa o tensor da elasticidade de um material base, sólido e isotrópico, 𝑝 é a 
constante de penalização do SIMP e 𝜇 é a variável de projeto que é função da variável de 
posição 𝑦. 
 
Figura 3.6: Método da homogeneização utilizado na caracterização de um material compósito celular de 
microestrutura periódica. 
 
3.4.1 Método da homogeneização inversa 
O algoritmo de otimização utilizado no presente trabalho utiliza o método da 
homogeneização inversa que utiliza o método da homogeneização e permite projetar materiais 
compósitos de microestrutura periódica, com determinadas propriedades alvo (ver figura 3.7). 
Como descrito anteriormente neste capítulo, o problema típico de homogeneização 
permite determinar as propriedades homogeneizadas, 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑚
𝐻 , de um determinado material, não 
homogéneo, de microestrutura periódica. Estas são determinadas através da análise da célula de 
base. O método da homogeneização inversa funciona ao contrário, isto é, determina a topologia 
da célula de base, do material de microestrutura periódica, que possui determinadas 
propriedades  𝐸𝑖𝑗𝑘𝑚
𝐻 , preestabelecidas, como ilustrado na figura 3.7. 
Geralmente o problema de homogeneização inversa possui várias soluções diferentes, 
dado que dois (ou mais) materiais de microestrutura periódica diferente, podem ter as mesmas 
propriedades constitutivas. Assim, para que o número de soluções diferentes possíveis seja 
reduzido, o problema de homogeneização inversa pode ser utilizado como um problema de 
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otimização, onde o objetivo passa, por exemplo, em encontrar o material mais rígido possível, 
dado um constrangimento de volume, e que possui as propriedades elásticas prescritas. Desta 
forma, o problema de otimização pode ser encarado como um problema de otimização 
topológica, em que domínio de projeto é, como anteriormente, a célula de base do material de 
microestrutura periódica e as variáveis de projeto são as densidades dos elementos finitos que 
discretizam esse domínio. 
 
Figura 3.7: Homogeneização vs homogeneização inversa. 
 
A topologia inicial é determinante para a boa convergência do algoritmo e para o 
problema de minimização de compliance, esta assume-se dada pela distribuição de densidades, 
conforme mostra a figura 3.8. Aqui é atribuído um valor de densidade constante aos elementos 
que compõem as paredes da célula, enquanto a densidade na restante parte interior do domínio é 
uniforme de valor igual ao necessário para verificar a fração de volume imposta no domínio 𝑌 
da célula de base. 
No fluxograma da figura 3.9 é ilustrado o algoritmo de otimização que a partir de uma 
topologia inicial da célula de base resolve o problema de homogeneização. Caso o resultado 
obtido não satisfaça um critério de convergência a topologia é alterada e repete-se o processo, 
até que a topologia obtida possua o mínimo de densidade de energia de tensão ou compliance. 
























= ?  
 
Análise e otimização 
  41 
escolhido é o número de iterações, sendo que a convergência da função objetivo pode, 
igualmente, ser satisfeita. 
 
 
Figura 3.8: Topologia inicial considerada no problema de minimização de compliance, para uma célula 
20×20×20. Os elementos assumem um valor de densidade de 0.75 nas paredes e 0.407 no interior (fração 
volúmica de 50%). Adaptado de Coelho (2009). 
 
 
Figura 3.9: Algoritmo de otimização utilizado para problema de minimização de compliance. Adaptado 
de Amiano (2015). 
Última iteração? 
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3.4.2 Análise de tensão pela homogeneização 
As tensões microscópicas 𝜎𝑖𝑗 (ao nível do material) são obtidas por homogeneização 
assimptótica. Assim, considerando as deformações características 𝜒𝑘
𝑟𝑠 da Eq. (3.55), essas 
tensões podem ser obtidas por: 





0  (3.58) 
 
onde 𝑟𝑠
0  é o campo de deslocamento macroscópico (médio) e relaciona-se com a tensão 




0  (3.59) 
 
Os resultados da tensão microscópica 𝜎𝑖𝑗 representam os estados de tensão 
tridimensionais que variam ao longo do domínio da célula de base unitária 𝑌. A metodologia 
utilizada para se obterem esses mesmos resultados de tensão é baseada no software POSTMAT 
(ver Guedes & Kikuchi (1990) e Ferreira et al (2013)). 
 
3.5 Medidas de anisotropia 
Num material a anisotropia caracteriza-se como a dependência de direção (ou falta de 
isotropia). A madeira (material compósito celular) é um exemplo de material anisotrópico, cujas 
propriedades mecânicas dependem da disposição das suas fibras. 
Um material de microestrutura periódica pode ser classificado quanto ao seu nível de 
anisotropia através de uma representação gráfica, sendo para isso necessário realizar-se a 
inversão do tensor de quarta ordem da elasticidade homogeneizado 𝐄H para se obter o tensor da 
compliance 𝐂H e respetiva rotação, segundo a seguinte equação: 
𝑪𝑖𝑗𝑘𝑙
𝐻 = 𝑅𝑖𝑚𝑅𝑗𝑛𝑅𝑘𝑝𝑅𝑙𝑞𝐶𝑚𝑛𝑝𝑞
𝐻  (3.60) 
 
O tensor de rotação R é definido em termos dos ângulos de Euler, 𝜃𝑖: 
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Nesta multiplicação matricial, considerando um referencial cartesiano 𝑂𝑋1𝑋2𝑋3, a 
primeira matriz corresponde a uma rotação de 𝜃1 em torno do eixo 𝑥1, a segunda a uma rotação 
de 𝜃2 em torno de 𝑥2 e a terceira a uma rotação de 𝜃3 em torno de 𝑥3. 
No capítulo 5 serão apresentadas representações gráficas que demonstram o estado de 
anisotropia das topologias obtidas, pelo problema de otimização. Complementarmente é 
também apresentado um parâmetro adimensional A que quantifica, numericamente, a 









∗,𝑖𝑠𝑜  (3.62) 
 
Esta medida representa a “distância” entre o tensor da elasticidade 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
∗  e o mais próximo 
tensor da elasticidade isotrópico 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
∗,𝑖𝑠𝑜
. Este parâmetro toma valores entre 0 (isotrópico) e 2 
(máximo de anisotropia). 
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4 Análise de efeitos de escala 
Um dos aspetos mais relevantes desta dissertação é o estudo dos efeitos de escala. 
Pretende-se assim avaliar os efeitos de escala, estudando o erro associado à comparação entre os 
valores da tensão obtidos, para um determinado carregamento, pela teoria da homogeneização e 
os valores da tensão obtidos, pelo mesmo carregamento, por simulação numérica de ensaios 
mecânicos normalizados. Por outro lado pretende-se, também, avaliar os efeitos de escala na 
obtenção de um padrão periódico na tensão, para um determinado carregamento normalizado. 
As análises são feitas através do software ANSYS e baseiam-se na realização de ensaios 
normalizados, com aplicação de condições de fronteira de Neumann e Dirichlet, a um 
compósito que é formado pela repetição de uma célula de base 𝑛 vezes, nas três direções 
espaciais. A topologia dessa célula de base, é determinada através da utilização de códigos 
Fortran que resolvem um problema de otimização topológica, conforme apresentado na secção 
3.3. Os algoritmos utilizados devem ser o mais eficientes possível, de modo a que não se 
esgotem os limites computacionais disponíveis. 
Os códigos APDL utilizados são compostos por uma parte de pré-processamento e pós-
processamento que serão abordadas na secção 4.1 e 4.2, respetivamente. Para além disso, existe 
um conjunto de dados de input que são introduzidos manualmente, no cabeçalho do programa. 









o Nº de repetições da célula de base em x, y e z; 
o Dimensão da célula de base unitária; 
o Dimensão da malha; 
o Módulo de Young e coef. de Poisson do material 1; 
o Módulo de Young e coef. de Poisson do material 2. 
 
Nesta dissertação são considerados os materiais compósitos (de duas fases sólidas) e os 
materiais porosos ou celulares (fase sólida/vazio). No primeiro caso, adota-se um rácio de 
rigidez entre o material 1 e o material 2 de 
𝐸𝑀𝑎𝑡1
𝐸𝑀𝑎𝑡2
= 101 e será utilizado tanto para C.F. de 
Neumann como de Dirichlet. Já no segundo caso esse rácio é 
𝐸𝑀𝑎𝑡1
𝐸𝑀𝑎𝑡2
= 1012 e será apenas 
utilizado com aplicação de C.F. de Dirichlet (o porquê será explicado na subsecção 4.1.1).  
A versão do ANSYS utilizado neste trabalho apresenta algumas limitações, 
nomeadamente no número máximo de nós permitidos (256000 nós). Assim, optou-se por 
utilizar uma malha de elementos finitos 10×10×10. Desta forma consegue-se avaliar um fator de 
escala 𝑛 que varia de 𝑛 = 1 a 𝑛 = 5 sem exceder o número máximo de nós, imposto pelo 
software. 
A figura 4.1 representa esquematicamente o que foi referido nos parágrafos anteriores. 
 
Figura 4.1: Simulação numérica em ANSYS. 
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4.1 Pré-processamento 
O pré-processamento é composto por um conjunto de algoritmos que tem como principal 
função gerar o compósito que se pretende estudar, com base numa topologia de célula de base 
unitária, e aplicar-lhe condições de fronteira de tensão ou deslocamento constante, ou seja, 
Neumann ou Dirichlet. 
Primeiro é gerado um cubo, discretizado por uma malha de elementos finitos (definida no 
cabeçalho do código). Como referido anteriormente, a topologia da célula de base unitária é 
obtida através de algoritmos Fortran que resolvem um problema de distribuição ótima de 
material, formulado como a minimização de compliance com constrangimento de volume ou 
permeabilidade, dado um determinado campo de tensão macroscópico. Como resultado obtém-
se um ficheiro de output que pode ser designado como ficheiro de densidades e contém o valor 
de densidade que cada elemento da malha assume. Assim, para uma malha 10×10×10, por 
exemplo, esse ficheiro contém 1000 valores de densidade, cada um referente aos 1000 
elementos da malha. Este ficheiro é utilizado como input para os códigos APDL que atribui 
cada valor desse ficheiro ao elemento da malha respectivo, i.e., o primeiro valor de densidade é 
atribuído ao elemento da malha, do compósito gerado, com a mesma numeração e assim 
sucessivamente. Como foi explicado no capítulo anterior, é utilizado o método SIMP para que 
se evitem “zonas cinzentas” na distribuição de material, logo, idealmente o ficheiro de 
densidades obtido seria composto apenas por 0 (vazio) ou 1 (material), o que nem sempre 
sucede. Para se contornar esse problema, o código assume qualquer valor abaixo de um 
𝑥𝑚𝑖𝑛 = 0,5 como material 2 e acima ou igual como material 1, e aos quais são atribuídos os 
respetivos valores de módulo de Young e coeficiente de Poisson. De seguida, o padrão 
periódico do compósito é gerado, através da repetição da célula de base obtida, nas três direções 
espaciais. Por fim, realizam-se os ensaios normalizados, pela aplicação das condições de 
fronteira de Dirichlet ou Neumann. 
Na secção 4.1.1 são caracterizadas as condições de fronteira de deslocamento (Dirichlet) 
e tensão (Neumann) que foram utilizadas na realização dos ensaios numéricos. Estes regem-se 
por modelos teóricos (normalizados) de caracterização das propriedades mecânicas. Para além 
de ensaios com estados de carga independentes são, também, utilizados estados de carga 
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 Estado de carga Componente Representação 
Carregamentos 
independentes 
Uniaxial x; y; z 
 




Triaxial/Hidrostático x,y & z 
 
Biaxial x & y; x & z; y & z 
 
Corte2 
xy & xz; xy & yz; 
xz & yz 
 
Corte3 xy, yz & xz 
 
Tensor cheio 







𝑖 = 1 𝑖 = 2 𝑖 = 3 
𝑖 = 4 𝑖 = 5 𝑖 = 6 
𝑖 = 7 
𝑖 = 8 𝑖 = 9 𝑖 = 10 
𝑖 = 11 𝑖 = 12 𝑖 = 13 
𝑖 = 14 
𝑖 = 15 
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No ANSYS, a modelação do rácio entre a fase sólida e vazia é feita diretamente através 
do valor do módulo de Young atribuído aos elementos que modelam cada uma das fases. 
O pré-processamento é igual, tanto para o estudo dos efeitos de escala na célula de base 
unitária central como para o da periodicidade da tensão e é descrito pelo fluxograma da figura 
4.2. 
 
Figura 4.2: Pré-processamento em ANSYS. 
 
4.1.1 Ensaios normalizados 
 Condições de Dirichlet 4.1.1.1
Tal como em Zohdi & Wriggers (2004), as condições de fronteira de Dirichlet são 
implementadas da seguinte forma: 
u(𝐱) |𝜕Ѱ=𝚯𝒊 ⦁ x| 𝜕Ψ     𝑖=1,…,15 (4.1) 
 
Onde 𝜕Ψ representa a fronteira do material, u é vetor de deslocamento, x o vetor de 


































































em que o índice 𝑖 corresponde aos quinze tipos de carregamentos utilizados (ver tabela 4.1). 
Análise de efeitos de escala 
 50 
Tanto no caso dos ensaios longitudinais como nos de corte a deformação aplicada nos 
elementos é constante. Exemplifica-se em seguida para os casos 𝑖 = 1 (tração em 𝑥) e 𝑖 = 4 
(corte no plano 𝑥𝑦). 


















𝑢2 = 0    
𝑢3 = 0    
 (4.4) 
 
o que significa que é aplicado um deslocamento na direção 𝑢1, linearmente dependente 














11 = 𝛽 (4.6) 
 
o que prova que é aplicada uma deformação constante na fronteira ∂Ѱ do domínio do 
material, nos ensaios longitudinais. Em média a deformação também é constante em Ѱ, 
< 11 >= 𝛽. 


















𝑢1 = 𝛽𝑥2     
𝑢2 = 𝛽𝑥1     
𝑢3 = 0         
 (4.8) 
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Logo, pela Eq. (4.5), 
12 = 𝛽 (4.9) 
 
Pela Eq. (4.9), verifica-se que também nos ensaios de corte, a deformação aplicada nos 
elementos é constante na fronteira ∂Ѱ. Em média a deformação também é constante em Ѱ, 
< 12 >= 𝛽. 
Esquematicamente, as condições de fronteira de Dirichlet, para os carregamentos 
referidos anteriormente, podem ser apresentadas como mostra a figura 4.3. Para maior 
simplicidade, estas são apresentadas num domínio bidimensional.  
 
Figura 4.3: Condições de Dirichlet definidas para a) carregamento longitudinal e b) carregamento ao 
corte. Adaptado de Amiano (2015). 
 
Fazendo o mesmo raciocínio para os restantes estados de carga, obtêm-se as respetivas 
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Tabela 4.2: Equações de deslocamento imposto para as C.F. de Dirichlet. 







𝑢1 = 𝛽𝑥1 
𝑢2 = 0      







]     {
𝑢1 = 0          
𝑢2 = 𝛽𝑥2     







]      {
𝑢1 = 0           
𝑢2 = 0           







]      {
𝑢1 = 𝛽𝑥2     
𝑢2 = 𝛽𝑥1     







]           {
𝑢1 = 0                
𝑢2 = 𝛽𝑥3           







]          {
𝑢1 = 𝛽𝑥3          
𝑢2 = 0               







]     {
𝑢1 = 𝛽𝑥1     
𝑢2 = 𝛽𝑥2     
















𝑢1 = 𝛽𝑥1 
𝑢2 = 𝛽𝑥2
𝑢3 = 0     
;             {
𝑢1 = 𝛽𝑥1 
𝑢2 = 0     
𝑢3 = 𝛽𝑥3
;                {
𝑢1 = 0     
𝑢2 = 𝛽𝑥1
𝑢3 = 𝛽𝑥3














]   {
𝑢1 = 𝛽𝑥2 + 𝛽𝑥3
𝑢2 = 𝛽𝑥1             
𝑢3 = 𝛽𝑥1             
; {
𝑢1 = 𝛽𝑥2             
𝑢2 = 𝛽𝑥1 + 𝛽𝑥3
𝑢3 = 𝛽𝑥2             
;   {
𝑢1 = 𝛽𝑥3            
𝑢2 = 𝛽𝑥3            
𝑢3 = 𝛽𝑥1 + 𝛽𝑥2







𝑢1 = 𝛽𝑥2 + 𝛽𝑥3
𝑢2 = 𝛽𝑥1 + 𝛽𝑥3







]             {
𝑢1 = 𝛽𝑥1 + 𝛽𝑥2 + 𝛽𝑥3
𝑢2 = 𝛽𝑥1 + 𝛽𝑥2 + 𝛽𝑥3
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No caso dos estados de carga combinados, as condições de Dirichlet não são tão simples 















Resolvendo o sistema obtém-se, 
{
𝑢1 = 𝛽𝑥2 + 𝛽𝑥3
𝑢2 = 𝛽𝑥1 + 𝛽𝑥3
𝑢3 = 𝛽𝑥1 +  𝛽𝑥2
 (4.11) 
 
Verifica-se que existem deslocamentos aplicados nas direções 𝑢1, 𝑢2 e 𝑢3 linearmente 
dependentes das coordenadas de posição 𝑥2 e 𝑥3, 𝑥1 e 𝑥3, 𝑥1 e 𝑥2 respetivamente. Desse modo, 
fica mais difícil definir esquematicamente, as condições de Dirichlet, em cada nó, sendo 
impraticável fazê-lo, como anteriormente, num domínio bidimensional. Assim, considerando 
um domínio cúbico unitário com as arestas numeradas, como está representado na figura 4.4, as 
equações de deslocamento imposto nas arestas ficam: 
 
{
𝑢1 = 𝛽              
𝑢2 = 𝛽𝑥1         




𝑢1 = 𝛽𝑥2         
𝑢2 = 𝛽             











𝑢2 = 0     
𝑢3 = 𝛽𝑥2
          (4.15) 
 
{
𝑢1 = 2𝛽          
𝑢2 = 𝛽𝑥1 + 𝛽




𝑢1 = 𝛽𝑥2 + 𝛽
𝑢2 = 2𝛽          




𝑢1 = 𝛽              
𝑢2 = 𝛽𝑥1 +  𝛽




𝑢1 = 𝛽𝑥2 + 𝛽
𝑢2 = 𝛽             




𝑢1 = 𝛽𝑥3        
𝑢2 = 𝛽 + 𝛽𝑥3




𝑢1 = 𝛽 + 𝛽𝑥3
𝑢2 = 𝛽 + 𝛽𝑥3










𝑢1 = 𝛽 + 𝛽𝑥3
𝑢2 = 𝛽𝑥3        
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Figura 4.4: Domínio cúbico com arestas numeradas. 
 
Os ensaios com introdução de condições de fronteira de Dirichlet podem ser aplicados 
tanto a um material compósito (
𝐸𝑀𝑎𝑡1
𝐸𝑀𝑎𝑡2






 Condições de Neumann 4.1.1.2
À semelhança das condições de Dirichlet, as condições de fronteira de Neumann são 
implementadas da seguinte forma: 
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Onde, de maneira semelhante ao ensaio a deformação constante, 𝜕Ѱ é a fronteira do 
material, σ é o tensor de tensão de Cauchy, n é o normal ao plano, β é uma constante e 𝚯𝑖 é 
definido pela Eq. (4.2). Da mesma forma nestas condições também são realizados seis ensaios 
independentes (identicamente três longitudinais e três de corte) e 9 ensaios combinados, 
segundo o índice 𝑖 no tensor 𝚯. 
A figura 4.2 apresenta as condições de fronteira de Neumann, mais uma vez num domínio 
bidimensional para maior simplicidade, onde na figura 4.2 a) está representado um ensaio na 
direção longitudinal 𝑦 e na figura 4.2 b) um ensaio ao corte no plano 𝑥𝑦. 
 
Figura 4.5: Testes numéricos nas condições de Neumann (domínio bidimensional para uma maior 
simplicidade). a) Teste longitudinal; b) Teste ao corte. Adaptado de Amiano (2015). 
 
Numericamente, as condições de Neumann foram implementadas em APDL de duas 
maneiras diferentes, de acordo com o tipo de ensaio. Assim, para carregamentos longitudinais, a 
tensão constante foi aplicada diretamente utilizando uma função própria do ANSYS que aplica 
uma tensão normal a uma dada superfície. Por outro lado, para carregamentos em plano de 
corte, foi necessário recorrer à aplicação de forças nos nós, pois o software não permite a 
aplicação de tensões, em direções paralelas às faces. Logo, e de modo a garantir que a tensão 
aplicada é constante nas faces, foi realizada uma correção da intensidade das forças em função 
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Assim, a intensidade da força aplicada é estimada segundo a Eq. (4.25), onde 𝐹𝑛 
representa a força a aplicar em um dado nó 𝑛, e 𝑁𝑛 é o número de elementos que pertencem ao 
nó 𝑛. Como consequência, para uma dada face, as forças aplicadas nos nós interiores têm valor 
unitário, nas arestas têm valor 0.5 e nos vértices 0.25. 
Visto que os carregamentos ao corte são aplicados numericamente, como foi descrito 
acima, há que ter em conta que quando se combinam dois carregamentos ao corte diferentes, 
como por exemplo 𝜏𝑥𝑦 e 𝜏𝑥𝑧, vão existir nós, nomeadamente nas arestas e vértices, que por 
pertencerem a mais que um plano, são influenciados, de forma independente, por esses mesmos 
carregamentos. A figura 4.6 mostra um cubo unitário com dois carregamentos ao corte 
combinados e como se pode ver, é aplicada uma força na direção x com sinal negativo, devido 
ao carregamento 𝑥𝑦, e uma força na direção x com sinal positivo, devido ao carregamento 𝑥𝑧, 
nos nós da aresta realçada. Se a intensidade dessas forças for igual, então as forças anulam-se, 
logo, para esses nós, 𝐹𝑥 = 0. Posto isto, quando se pretendem combinar dois, ou mais, 
carregamentos ao corte, foi necessário fazer-se esta correção nas arestas em que há sobreposição 
de forças. 
 
Figura 4.6: Cubo unitário com aplicação de carregamento que combina duas tensões ao corte, no plano 
𝑥𝑦 e 𝑥𝑧. 
 
Ao contrário do que sucede na aplicação das condições de Dirichlet, as condições de 




= 101), o que representa um material compósito. Tal foi necessário, pois as 
condições de Neumann ao serem aplicadas diretamente em elementos de material vazio, 
provocam uma deformação excessiva, dada a sua baixa rigidez e visto que =
𝜎
𝐸
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é apresentado mais um caso de aplicação das condições de fronteira de Neumann, 
nomeadamente para o carregamento Triaxial/Hidrostático (ver tabela 4.1). 
 
Figura 4.7: Teste numérico com aplicação de condições de fronteira de Neumann, para um estado de 
carga triaxial/hidrostático (combinação de tensões longitudinais). Tensões são aplicadas diretamente nos 
elementos. Cinzento corresponde a material e branco a vazio. 
 
Outra particularidade que surge aquando da aplicação de C.F. de Neumann são os 
movimentos de corpo rígido, que devem ser evitados. Por outras palavras, as reações nos apoios 
devem ser sempre nulas, independentemente do carregamento aplicado. Tal foi conseguido 
implementando três elementos do tipo SHELL63 no apoio ao cubo de domínio Ѱ, para 
restrições de movimentos de corpo rígido. Os elementos SHELL devem ser o menos rígidos 
possível, de modo a não interferir, localmente, nos resultados de tensão obtidos (𝐸𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙 = 1 Pa). 
Este é um elemento que possui capacidades de flexão e de membrana e contém seis graus de 
liberdade em cada nó: translação nas direções 𝑥, 𝑦 e 𝑧 e rotação em torno de 𝑥, 𝑦 e 𝑧. Como está 
ilustrado na figura 4.8, os elementos SHELL são conectados ao elemento do compósito que está 
localizado na origem referencial (elemento 1), através dos nós. No nó comum aos elementos são 
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Figura 4.8: Localização dos elementos SHELL utilizados para impedir movimentos de corpo rígido. 




O pós-processamento tem, como referido anteriormente, duas formas distintas, 
dependendo dos resultados que se pretendem estudar: análise de convergência da tensão (secção 
4.2.1) ou análise da periodicidade (secção 4.2.2). 
 
4.2.1 Análise de convergência da tensão 
Um dos objetivos desta dissertação é a determinação de campos de tensão em materiais 
compósitos de microestrutura periódica através da teoria da homogeneização e posterior 
validação desses resultados. A mesma é feita avaliando os campos de tensão provocados pelos 
carregamentos, de tensão ou deformação constante, descritos na secção 4.1, em compósitos com 
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O fator de escala 𝑛 é definido pelo quociente entre a dimensão da estrutura D gerada pela 
repetição da célula de base unitária e a dimensão dessa mesma célula, 𝑛 =
𝐷
𝑑
. O domínio do 
compósito Ѱ é sempre um cubo unitário, i.e, 𝐷 = 1, logo 𝑛 representa o número de vezes que a 
célula unitária é repetida ao longo de cada direção espacial. O campo de tensão homogeneizado 
é calculado para um determinado carregamento, de tensão ou deformação constante, e 
assumindo um número infinito de repetição da célula unitária, 𝑛 → ∞, ou seja, não depende do 
fator de escala. No entanto, na prática tal não se verifica, sendo as propriedades mecânicas da 
estrutura dependentes do número finito de repetições da célula de base. 
Assim, foi realizada uma comparação entre os valores da tensão estimados pela teoria da 
homogeneização e os valores da tensão obtidos através da realização de ensaios mecânicos com 
modelos numéricos (com o software de elementos finitos ANSYS), para diferentes números de 
repetição da célula unitária. Nesta dissertação o fator de escala 𝑛 varia de 1 até 5, como ilustra a 
figura 4.9. 
 
Figura 4.9: Cubo unitário com 𝒏 × 𝒏 × 𝒏 repetições da célula unitária. 
 
A leitura dos valores da tensão pelo ANSYS será feita nos elementos da célula de base 
unitária central como mostra a figura 4.10. É mostrado apenas metade do domínio do compósito 
Ѱ, de forma a se realçar a célula onde as tensões são lidas e serão comparadas com as obtidas 
pela homogeneização (através do POSTMAT). Pode-se ainda ver que para um fator de escala 𝑛 
par será utilizado uma topologia descentrada. Tal é necessário para se garantir que a topologia 
da célula unitária extraída do centro do compósito corresponde exatamente aquela avaliada pelo 
POSTMAT. 
Cada célula de base unitária está discretizada por uma malha 10×10×10 de elementos 
finitos hexaedros com 8 nós. Isto significa que um total de 1000 × 𝑛3 elementos finitos são 
utilizados no modelo numérico, associados a um fator de escala 𝑛. 
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Figura 4.10: Efeitos de escala na célula de base central para um fator de escala 𝑛 crescente. Apenas 
metade do volume do compósito Ѱ é representado e célula central está realçada. Para 𝑛 = 2 e 𝑛 = 4, a 
comparação realiza-se na célula descentrada (shifed). Adaptado de Coelho et al (2016). 
 
Na figura 4.11 é feita uma representação esquemática do design descentrado. 
 
Figura 4.11: (a) Representação esquemática em domínio bidimensional e tridimensional de células de 
base com topologia descentrada. (b) Topologia normal (em cima) e topologia descentrada (em baixo). 
Adaptado de Coelho et al (2015). 
 
Os códigos APDL elaborados permitem obter tanto os componentes individuais da tensão 
como a tensão equivalente de von-Mises em cada nó e elemento da malha de E.F. A tensão 





2 + (?̅?22 − ?̅?33)












, 𝑖, 𝑗 = 1,… ,3         com 𝑁 = 8 (nº de pontos de Gauss) (4.27) 
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Por sua vez, o POSTMAT está devidamente adaptado para efetuar estes cálculos, para a 
tensão equivalente. Ao nível de programação, a seleção dos elementos para recolha dos valores 
da tensão foi uma tarefa que apresentou algumas dificuldades, devido à ordem pela qual os 
mesmos estão numerados e pela qual as células de base unitária são geradas. Assim, foi 
necessário desenvolver um algoritmo que recolhesse esses elementos de forma eficiente, 
precavesse tanto um número de repetições pares e ímpares, e parametrizado para qualquer 
dimensão de malha e fator de escala 𝑛. Para mais detalhes refira-se ao anexo II. 
 
4.2.2 Análise da periodicidade 
Outro dos objetivos desta dissertação é o de avaliar o efeito do fator de escala 𝑛 na 
verificação da periodicidade dos campos de tensão obtidos. Neste caso, e para maior 
simplicidade, avaliam-se as tensões obtidas para um determinado carregamento, em colunas de 
elementos separadas por um período, Y, num determinado plano do compósito. Na figura 4.12 é 
mostrado, como exemplo, um compósito com fator de escala 𝑛 = 2, onde são selecionadas duas 
fileiras de elementos dum plano 𝑥𝑦 e que distam um período 𝑌 entre si. Aqui, à semelhança do 
que sucede no outro estudo, os códigos APDL permitem obter tanto as componentes individuais 
da tensão como a tensão equivalente de von-Mises em cada nó e elemento do da malha de E.F. 
 
Figura 4.12: Avaliação da periodicidade através da leitura da tensão ao longo de colunas de elementos, 
num determinado plano 𝑥𝑦 de um compósito com fator de escala 𝑛 = 2. 
Coluna A Coluna B 
Y 𝑦 
𝑥 
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A figura 4.13 resume esquematicamente o potencial de cálculo com os códigos APDL 
desenvolvidos. Em suma, estes permitem obter resultados de tensão (componentes individuais e 
tensão equivalente), através da aplicação de carregamentos 𝑖 (ver tabela 4.1), por intermédio de 
C.F. de Neumann (𝜎) ou Dirichlet ( ). A tensão é obtida nos elementos e nós de um material 
compósito (rácio 10) ou celular (rácio 12) com um certo fator de escala 𝑛, obtido através da 
repetição de uma célula de base unitária discretizada por uma malha 𝑁 × 𝑁 ×𝑁 e que tem um 





























𝜀 𝑟á𝑐𝑖𝑜 10 
𝜀 𝑟á𝑐𝑖𝑜 12 
𝜎 𝑟á𝑐𝑖𝑜 10 




















5.1 Topologias ótimas 
Nesta dissertação são estudados os materiais compósitos de microestrutura periódica, cuja 
topologia ótima da célula de base unitária é obtida pelo problema de otimização apresentado 
anteriormente, Eq. (3.37), tendo-se verificado que a solução ótima depende diretamente do 
campo de tensões definido, das restrições de projeto utilizadas e do design inicial. Logo, para 
que houvesse uma boa diversidade de topologias ótimas e casos de anisotropia de material (e 
consequentemente diferentes propriedades elásticas), foram realizadas várias otimizações com 
diferentes estados de tensão e para constrangimentos quer de volume quer de permeabilidade. 
Daí, e uma vez que não seria possível cobrir todas as topologias obtidas, foi selecionado um 
bom conjunto representativo das mesmas. 
O material de base da microestrutura é o polycaprolactone (PCL), referido no capítulo 2 
(seção 2.2). Este material assume-se como linear e isotrópico, com um módulo de Young 
𝐸0 = 300MPa e um coeficiente de Poisson 𝑣 = 0.3, com base no estudo referido na secção 2.2 
(ver secção 2.2; tabela com os resultados pode ser consultada no anexo I). Este valor resulta do 
cálculo da média dos valores de módulo de rigidez obtidos para cada ensaio realizado. 
O conjunto de topologias obtidas está representado na tabela 5.1 e 5.2. Estas possuem 
informação relativamente ao estado de tensão utilizado para gerar cada topologia ótima quer 
para constrangimentos de volume quer para permeabilidade. É também apresentado para cada 
topologia o respetivo estado de anisotropia de material, assim como o parâmetro A (ver secção 
3.5). A gama obtida para valores deste parâmetro mostra que o conjunto de topologias escolhido 
representa uma boa amostra, face à infinidade de possíveis topologias (anisotropias) de material 




Tabela 5.1: Estados de tensão normais utilizados e topologias ótimas correspondentes para 
constrangimentos de volume e de permeabilidade. Representação gráfica da anisotropia e correspondente 
valor de A [Pa]. 
Estado de tensão
 
(𝜎11, 𝜎22, 𝜎33, 𝜎12, 𝜎23, 𝜎13) 
Constrangimento de 
volume 
𝑉∗ = 50% 
Constrangimento de 
permeabilidade 
𝑘∗ = 30% 
Topologia Medida de anisotropia Topologia Medida de anisotropia 
Uniaxial 
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Tabela 5.2: Estados de tensão ao corte utilizados e topologias ótimas correspondentes para 
constrangimentos de volume e de permeabilidade. Representação gráfica da anisotropia e correspondente 
valor de A [Pa]. 
Estado de tensão
 
(𝜎11, 𝜎22, 𝜎33, 𝜎12, 𝜎23, 𝜎13) 
Constrangimento de 
volume 
𝑉∗ = 50% 
Constrangimento de 
permeabilidade 
𝑘∗ = 30% 
Topologia Medida de anisotropia Topologia Medida de anisotropia 
Corte2 
 















Como se pode ver, o estado de anisotropia das topologias selecionadas pertencem a uma 
gama que tem como valor mais baixo, A=0.1659, (para o caso Hidrostático com 
constrangimento de volume) e como valor mais alto, A=2, (para o caso Uniaxial com 
constrangimento de permeabilidade). De notar, também, que para alguns estados de tensão 
(Biaxial, Hidrostático, Triaxial) não se verifica uma grande diferença na medida de 
anisotropia medida, quando se utilizam constrangimentos de volume ou de permeabilidade. 
Na tabela 5.3 são apresentados, a título de exemplo, na forma reduzida (matricial) e pela 
ordem apresentada na Eq. (3.16) alguns exemplos de tensores de elasticidade homogeneizados 
𝐄H e pelas razões descritas no parágrafo anterior serão apenas apresentados para os cinco casos: 
Hidrostático, Corte3, Corte2 (com constrangimento de volume, 𝑉∗ = 50%), Uniaxial e 
Biaxial (com constrangimento de permeabilidade, 𝑘∗ = 30%). Estes tensores foram obtidos 












Uniaxial (𝑘∗ = 30%)
 
Biaxial (𝑘∗ = 30%) 
 
Hidrostático (𝑉∗ = 50%) 
 
Corte2 (𝑉∗ = 50%)
 
Corte3 (𝑉∗ = 50%)
 
 
5.2 Efeitos de escala 
5.2.1 Análise de convergência de tensão 
Nesta secção serão apresentados os resultados relativos à análise da convergência dos 
campos de tensão calculados pela teoria da homogeneização e por simulação numérica de 
ensaios mecânicos normalizados, no domínio da célula unitária central. Como foi explicado no 
capítulo 4 os resultados fornecidos pela teoria da homogeneização são obtidos através do código 
POSTMAT que são comparados diretamente com os resultados obtidos pelo ANSYS. Ambos 
permitem ler os componentes individuais do tensor das tensões assim como a tensão 
Equivalente de von-Mises em cada nó e elemento. Por uma questão de simplicidade na 
avaliação da convergência será considerado o valor da tensão equivalente no elemento. Este é 
calculado como foi explicado no capítulo 4, Eq. (4.26). 
Será, portanto, avaliado o desvio entre os resultados obtidos pelo ANSYS e pelo 







∗ 100 (5.1) 
 
Este desvio é avaliado em cada elemento finito da célula de base unitária central (como 
explicado no capítulo 4). Assim, para a malha 10×10×10 considerada existem 1000 pontos de 
dados a serem representados graficamente. No entanto, por questões de simetria na distribuição 
das densidades para as topologias consideradas, os pontos de interesse são apenas 500. Primeiro 
serão exibidos os gráficos que mostram o desvio nesses pontos, para um fator de escala 𝑛 
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crescente que varia de 1 a 5. De seguida, é apresentada uma representação gráfica que resume 
estatisticamente os anteriores em termos de média e desvio padrão e que será acompanhada, 
para uma melhor interpretação da mesma, de uma tabela que contém esses mesmos valores, 
para além dos valores máximos e mínimos de desvio. Para não sobrecarregar este trabalho, os 
gráficos que mostram o desvio na tensão serão apenas apresentados para um conjunto 
representativo de topologias. Serão estas: Hidrostático (com constrangimento de volume e 
permeabilidade) e Corte3 (com constrangimento de volume). Os gráficos que fazem o resumo 
estatístico serão apresentados para essas mesmas topologias e também para as seguintes: Corte3 
e Triaxial (com constrangimento de permeabilidade) e Corte2, Biaxial e Uniaxial (com 
constrangimento de volume). Decidiu-se também aqui não apresentar todos os resultados pois 
algumas topologias têm distribuições de densidades e medidas de anisotropia semelhantes, 
como por exemplo Hidrostático e Corte2 (com constrangimento de permeabilidade). Por sua 
vez, para os casos Uniaxial e Biaxial, como se tratam de estados de carga simples, apresenta-se 
apenas um exemplo para cada. Os resultados para Corte2 com permeabilidade devem ser 
consultados no anexo III. 
Nas figuras 5.1 a 5.9 são apresentados, nos primeiros cinco gráficos, os desvios lidos na 
tensão para as topologias especificadas e pode-se ler no eixo das abcissas o número do elemento 
(1 a 500) e no eixo das ordenadas o desvio respetivo [%]. Por último é apresentado o resumo 
estatístico onde se pode ler no eixo das abcissas o número de repetições da célula de base 
unitária nas três direções espaciais e no eixo das ordenadas os valores da média e desvio padrão 
[%]. Nas figuras 5.10 a 5.14 são apresentados os resultados para as restantes microestruturas 
escolhidas, mas apenas em termos de média e desvio padrão, assim como as tabelas respetivas. 
O desvio padrão é calculado aqui pela seguinte equação: 









Em que σ̅ e N são a tensão média e o número de elementos finitos da célula de base 
(𝑁 = 1000), respetivamente. 
Primeiro serão tratados os resultados para um material compósito (
𝐸𝑀𝑎𝑡1
𝐸𝑀𝑎𝑡2
= 101), com 




= 1012) com condições de fronteira de Dirichlet. Neste último caso as tensões 
lidas nos elementos que representam o vazio são teoricamente nulas, pelo que o cálculo do 
desvio para esses elementos não faz sentido e os mesmos serão ignorados. Por sua vez, para um 
material compósito é feita a distinção entre o desvio lido nos elementos do material 1 (pontos 
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negros nos gráficos) e do material 2 (pontos brancos nos gráficos). Esta forma de apresentar os 
resultados é particularmente útil, pois permite concluir que os maiores desvios são lidos, 
tipicamente, nos elementos em que o valor da tensão é mais pequeno (material 2). Nas regiões 
em que o valor da tensão é mais alto ou crítico (material 1), os valores fornecidos quer pelo 
ANSYS quer pelo POSTMAT apresentam desvios inferiores. Esta conclusão é relevante 
porque, na prática e ao nível de projeto, os resultados obtidos de tensão máxima através do 
POSTMAT devem se comparar com a tensão limite de cedência do material. A importância das 
fases do compósito no desvio são mais notórias para fatores de escala baixos 𝑛 (normalmente 
entre 1 e 3). Para 𝑛 ≥ 4, os desvios lidos no material 2 acabam por ser tão grandes quanto os 
lidos no material e encontram-se, na maior parte, abaixo dos 2% o que mostra uma boa 
convergência (ver figuras 5.1e, 5.2e). 
 
Figura 5.1: Análise de efeitos de escala para caso de carga Hidrostático com constrangimento de 
volume e material compósito 
𝐸𝑀𝐴𝑇1
𝐸𝑀𝐴𝑇2
= 101 com C.F. de Neumann. Desvio calculado pela Eq. (5.2) em 
todos os elementos da célula central unitária para diferentes fatores de escala: a) 1×1×1; b) 2×2×2; c) 
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Aqui, inclusive para um fator de escala alto 𝑛 são obtidos desvios altos em apenas quatro 
elementos (445, 446, 455, 456) chegando aos 22%. Estes estão localizados no centro da célula 
unitária de domínio 𝑌 (material 2) e o seu valor de tensão (na ordem de 102) é o mínimo obtido 
quer pelo POSTMAT quer pelo ANSYS. De fato, os maiores valores de tensão estão na ordem 




Figura 5.2: Análise de efeitos de escala para caso de carga Hidrostático com constrangimento de 
volume e material compósito 
𝐸𝑀𝐴𝑇1
𝐸𝑀𝐴𝑇2
= 101 com C.F. de Dirichlet. Desvio calculado pela Eq. (5.2) em 
todos os elementos da célula central unitária para diferentes fatores de escala: a) 1×1×1; b) 2×2×2; c) 







Analisando agora o material celular, as tensões são nulas (e.g 10−6) nos elementos que 
modelam o vazio, logo estas são ignoradas no cálculo da média e do desvio padrão. Devido a 
esta simplificação percebe-se uma redução mais rápida no valor da média com o aumento do 
fator de escala. Os valores de min, max e da média que se encontram na tabela 5.4 estão todos 
abaixo de 1% para 𝑛 = 5 o que é bastante bom, para um fator de escala tão baixo. 
 
Figura 5.3: Análise de efeitos de escala para caso de carga Hidrostático com constrangimento de 
volume e material celular 
𝐸𝑀𝐴𝑇1
𝐸𝑀𝐴𝑇2
= 1012 com C.F. de Dirichlet. Desvio calculado pela Eq. (5.2) em todos 
os elementos da célula central unitária para diferentes fatores de escala: a) 1×1×1; b) 2×2×2; c) 3×3×3; d) 
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Tabela 5.4: Resumo estatístico dos desvios representados nas figuras 5.1 a 5.3. Média e , desvio padrão s 
e desvios extremos (max e min) são apresentados [%]. 





max 3445,707 747,230 70,011 10,301 2,872 
e  647,289 156,114 11,965 0,659 -0,836 
min -47,988 -28,788 -28,786 -5,818 -1,665 










max 209,803 21,159 2,770 1,413 1,282 
e  2,994 -6,564 -0,421 0,805 0,389 
min -50,748 -44,030 -5,102 -0,391 -0,226 
s 32,650 12,517 1,474 0,274 0,196 
 
1012 
max 178,462 4,407 1,154 1,536 0,701 
e  3,697 2,846 1,072 1,504 0,675 
min -18,911 -6,465 0,581 1,314 0,656 
s 30,799 1,351 0,073 0,026 0,009 
 
Nas figuras 5.4 a 5.6 estão apresentados os resultados para o caso Hidrostático (com 
constrangimento de permeabilidade). Como seria de esperar para o material compósito, os 
valores mais altos do desvio são lidos para o material fraco (material 2), com maior evidência 
quando são aplicadas C.F. de Neumann e para um fator de escala 𝑛 ≤ 2 (ver figuras 5.4a e 5.4b) 
Para 𝑛 >  2 os valores lidos no material 2 aproximam-se progressivamente dos do material 1, 
tanto para C.F. de Neumann como Dirichlet, e podem-se ver quatro pontos discrepantes (1, 10, 
91 e 100) pertencentes ao material 1, mas com muito menos influência do que no caso 
Hidrostático (com constrangimento de volume). De fato, para 𝑛 = 5 os valores de desvio estão 
todos compreendidos entre 0 e -1,2% para C.F. de Neumann e 0 e 1,2% para C.F. de Dirichlet, 
sendo os valores máximos lidos de -1,124% e 2,018% respetivamente. Analisando o material 
celular, também a partir de 𝑛 >  2 se evidenciam os quatro pontos discrepantes referidos 
anteriormente (ver figuras 5.6b, a 5.6e) e nota-se uma convergência mais rápida que no caso do 
material compósito. Para 𝑛 = 5 os valores de desvio estão todos abaixo de 2,6 %. 
Relativamente aos valores do desvio padrão, estes comportam-se de forma regular, isto é, 






Figura 5.4: Análise de efeitos de escala para caso de carga Hidrostático com constrangimento de 
permeabilidade e material compósito 
𝐸𝑀𝐴𝑇1
𝐸𝑀𝐴𝑇2
= 101 com C.F. de Neumann. Desvio calculado pela Eq. 
(5.2) em todos os elementos da célula central unitária para diferentes fatores de escala: a) 1×1×1; b) 
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Figura 5.5: Análise de efeitos de escala para caso de carga Hidrostático com constrangimento de 
permeabilidade e material compósito 
𝐸𝑀𝐴𝑇1
𝐸𝑀𝐴𝑇2
= 101 com C.F. de Dirichlet. Desvio calculado pela Eq. 
(5.2) em todos os elementos da célula central unitária para diferentes fatores de escala: a) 1×1×1; b) 











Figura 5.6: Análise de efeitos de escala para caso de carga Hidrostático com constrangimento de 
permeabilidade e material celular 
𝐸𝑀𝐴𝑇1
𝐸𝑀𝐴𝑇2
= 1012 com C.F. de Dirichlet. Desvio calculado pela Eq. (5.2) 
em todos os elementos da célula central unitária para diferentes fatores de escala: a) 1×1×1; b) 2×2×2; c) 
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Tabela 5.5: Resumo estatístico dos desvios representados nas figuras 5.4 a 5.6. Média e , desvio padrão s 
e desvios extremos (max e min) são apresentados [%]. 





max 226,545 311,567 19,904 1,553 0,105 
e  16,848 -21,736 -3,780 -2,573 -1,018 
min -89,243 -85,761 -8,053 -3,188 -1,124 










max 326,082 17,824 4,275 2,368 2,018 
e  10,235 4,567 2,239 1,379 1,080 
min -73,878 -59,151 -7,092 0,140 0,095 
s 48,396 6,792 1,160 0,140 0,095 
 
1012 
max 283,365 6,511 4,021 2,847 2,561 
e  21,022 3,846 3,781 2,794 2,512 
min -39,732 -31,276 -0,902 0,136 0,068 
s 52,349 5,028 0,641 0,136 0,068 
 
Nas figuras 5.7 a 5.9 estão apresentados os resultados para o caso Corte3 (com 
constrangimento de volume). Aqui percebe-se, para os dois casos de material, uma maior 
dispersão na nuvem de pontos. No caso do material compósito os valores de desvio mais altos 
encontram-se, mais uma vez, nos elementos referentes ao material fraco (material 2), tanto para 
C.F. de Neumann como de Dirichlet, e tal é notório para todos os fatores de escala estudados 
(ver figuras 5.7a a 5.7e e 5.8a a 5.8e). Para um fator de escala 𝑛 = 1 os valores de desvio para 
C.F. de Dirichlet são manifestamente mais baixos, ainda que, para ambos os casos a 
convergência seja muito boa e rápida. Para 𝑛 = 5 os valores de desvio estão compreendidos 
entre -0,4 e 2% para C.F. de Neumann e abaixo de 0,2% para C.F. de Dirichlet, sendo os valores 
máximos lidos de 1,915% e 0,168% respetivamente (ver tabela 5.6). No caso do material celular 
nota-se uma convergência mais rápida e valores de desvio mais baixos para um fator de escala 
𝑛 = 1 (abaixo de 20%), relativamente ao caso do material compósito com C.F. de Neumann e 
não tão evidente relativamente ao material compósito com C.F. de Dirichlet. Para 𝑛 = 5 os 
valores do desvio estão todos na ordem de 0,2% sendo o valor máximo de desvio de 0,234% 
(ver tabela 5.6). Através da tabela 5.6 percebe-se, ainda, que o valor do desvio padrão baixa 












= 101 com C.F. de Neumann. Desvio calculado pela Eq. (5.2) em todos os 
elementos da célula central unitária para diferentes fatores de escala: a) 1×1×1; b) 2×2×2; c) 3×3×3; d) 
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= 101 com C.F. de Dirichlet. Desvio calculado pela Eq. (5.2) em todos os 
elementos da célula central unitária para diferentes fatores de escala: a) 1×1×1; b) 2×2×2; c) 3×3×3; d) 















= 1012 com C.F. de Dirichlet. Desvio calculado pela Eq. (5.2) em todos os 
elementos da célula central unitária para diferentes fatores de escala: a) 1×1×1; b) 2×2×2; c) 3×3×3; d) 
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Tabela 5.6: Resumo estatístico dos desvios representados nas figuras 5.7 a 5.9. Média e , desvio padrão s 
e desvios extremos (max e min) são apresentados [%]. 





max 315,407 14,363 3,969 2,218 1,915 
e  58,337 2,570 1,526 1,080 0,856 
min -42,855 -4,163 0,291 0,013 -0,202 










max 13,468 2,797 0,379 0,223 0,168 
e  0,104 0,460 0,205 0,130 0,093 
min -21,924 -0,093 0,085 0,049 0,028 
s 5,051 0,404 0,081 0,053 0,043 
 
1012 
max 20,381 1,272 0,542 0,328 0,234 
e  1,849 0,595 0,260 0,164 0,117 
min -6,433 0,063 0,140 0,081 0,052 
s 3,609 0,266 0,084 0,060 0,047 
 
Nas figuras 5.10 a 5.14 são apresentados os gráficos relativos ao carregamento Corte3 
(com constrangimento de permeabilidade), Corte 2 (com constrangimento de volume), Triaxial 
(com constrangimento de permeabilidade) e Biaxial e Uniaxial (com constrangimento de 
volume). Aqui são apenas apresentados os gráficos que contêm os resumos estatísticos em 
termos de média e desvio padrão. Para o caso Corte3 e Corte2 os gráficos relativos aos valores 
do desvio podem ser consultados no anexo II e III respetivamente. 
No caso Corte3 (com constrangimento de permeabilidade) verifica-se convergência nos 
resultados, no entanto, esta dá-se mais rapidamente no caso de material compósito com C.F. de 
Neumann. Aqui para 𝑛 = 5 os valores do desvio estão compreendidos entre -0,822% e 2,224% 
(ver tabela 5.7). No caso de material compósito com C.F. de Dirichlet e para 𝑛 ≤ 4 detetam-se 
valores de desvio máximo maiores, mas o mesmo não sucede para 𝑛 = 5 onde o valor máximo 
de desvio é inferior (1,203%), assim como o valor de desvio padrão. No caso do material celular 
os resultados do desvio são mais altos. Ainda assim, o valor do desvio padrão diminui com o 
aumento do fator de escala, o que mostra que existe convergência. Para este caso e 𝑛 = 5 os 
valores do desvio estão compreendidos entre 1,511% e 10,037% e a média é de 2,913% o que 
mostra que a maior parte dos desvios estão na parte inferior do intervalo. 
Para o Corte2 (com constrangimento de volume), no caso de material compósito nota-se 
uma boa convergência quer quando se aplicam C.F. de Neumann ou Dirichlet. Contudo, é no 
segundo caso que ocorre convergência mais rapidamente e se obtêm, logo à partida, valores de 
desvio mais baixos (57,833% face a 467,421% para 𝑛 = 1). 
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Já para 𝑛 = 5 os valores do desvio estão abaixo de 1,271% para o primeiro caso e 
1,191% para o segundo. Relativamente ao comportamento do desvio padrão, este baixa com o 
aumento do fator de escala o que reforça a existência de convergência. No caso do material 
celular a convergência dá-se mais rapidamente que no caso de material compósito com C.F. de 
Neumann, mas ligeiramente mais lenta que no caso de material compósito com C.F. de 
Dirichlet. Aqui para 𝑛 = 5 os valores do desvio estão compreendidos entre -0,034% e 0,402%. 
Já o desvio padrão decresce progressivamente, havendo um aumento não significativo de 𝑛 = 3 
para 𝑛 = 4 (de 0,132% para 0,256%), voltando depois a decrescer (ver tabela 5.8). 
No caso Triaxial (com constrangimento de volume) e para um material compósito 
obtêm-se, há semelhança dos casos anteriores, melhores resultados quando são aplicadas C.F. 
de Dirichlet. Para C.F. de Neumann e 𝑛 = 5 lêem-se valores de desvio compreendidos entre -
9,281% e 4,837% o que é significativo face aos resultados prévios. Apesar disso, o valor do 
desvio padrão decresce progressivamente. O mesmo sucede para C.F. de Dirichlet, mas para 
𝑛 = 5 os valores de desvio estão compreendidos entre -0,363% e 3,448%. Passando ao material 
celular os resultados são semelhantes àquilo que se verifica no caso do material compósito com 
C.F. de Dirichlet. A convergência do desvio padrão é regular e os valores de desvio estão 
compreendidos, para 𝑛 = 5, entre -0,512% e 3,394%. 
No caso Biaxial (com constrangimento de volume) verificam-se algumas nuances. Para 
um material compósito verifica-se aquilo que tem sido o padrão habitual, ou seja, existe uma 
convergência mais lenta para C.F. de Neumann, com valores de desvio compreendidos entre 
12,153% e 1,014% e a média a situar-se na ordem dos 7%, para 𝑛 = 5. Por sua vez, com C.F. 
Dirichlet, e para o mesmo fator de escala, os valores de desvio estão abaixo de 1,179% o que é 
consideravelmente melhor. Ainda para o caso de material compósito, verifica-se que o desvio 
padrão decresce à medida que o fator de escala aumenta até 𝑛 = 4, aumentando para 
sensivelmente o dobro para 𝑛 = 5, em ambos os casos de aplicação de condições de fronteira. 
No caso do material celular os resultados são bastante bons, obtendo-se valores de desvio 
bastante baixos para um fator de escala baixo e uma convergência regular ao nível do desvio 
padrão. Já para 𝑛 = 5 os valores do desvio estão entre 0,887% e 0,888% o que resulta num 
valor de desvio padrão basicamente nulo (ver tabela 5.10). 
O caso Uniaxial (com constrangimento de volume) é bastante simples e, como tal, é o 
que apresenta melhores resultados. No caso de material compósito com C.F de Neumann 
obtêm-se valores de desvio padrão inferiores a 1% para 𝑛 ≥ 4 e os valores do desvio estão 
compreendidos abaixo de 1,641% para 𝑛 = 5. Já para material compósito com C.F. de Dirichlet 
e para material celular obtêm-se valores de desvio padrão inferiores a 1% para 𝑛 ≥ 2. Também 
a partir desse fator de escala os valores dos desvios são muito baixos (ver tabela 5.11). Aqui os 
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valores do desvio estão entre 0,032% e 0,213% no primeiro caso e 0,219% e 0,351% no 
segundo. 
 
Figura 5.10: Resumo estatístico em termos de média e desvio padrão para caso de carga Corte3 com 
constrangimento de permeabilidade. a) Material compósito 
𝐸𝑀𝐴𝑇1
𝐸𝑀𝐴𝑇2




= 101 com C.F. de Dirichlet.; c) material celular 
𝐸𝑀𝐴𝑇1
𝐸𝑀𝐴𝑇2
= 1012 com C.F. de 
Dirichlet. 
 
Tabela 5.7: Resumo estatístico dos resultados representados na figura 5.10. Média e , desvio padrão s e 
desvios extremos (max e min) são apresentados [%]. 





max 72,627 16,755 2,578 1,284 2,224 
e  10,367 -3,565 0,773 -0,645 0,382 
min -63,156 -7,656 -4,062 -1,896 -0,822 










max 413,691 87,220 8,493 3,525 1,203 
e  21,743 7,435 2,397 2,422 1,111 
min -45,606 -2,096 1,908 1,493 1,036 
s 74,992 11,343 0,844 0,360 0,039 
 
1012 
max 3424,433 408,863 13,376 27,177 10,037 
e  195,696 25,566 5,923 5,070 2,913 
min -21,168 -5,277 -54,236 -2,652 1,511 







Figura 5.11: Resumo estatístico em termos de média e desvio padrão para caso de carga Corte2 com 
constrangimento de volume. a) material compósito 
𝐸𝑀𝐴𝑇1
𝐸𝑀𝐴𝑇2




= 101 com C.F. de Dirichlet.; c) material celular 
𝐸𝑀𝐴𝑇1
𝐸𝑀𝐴𝑇2
= 1012 com C.F. de Dirichlet. 
 
Tabela 5.8: Resumo estatístico dos resultados representados na figura 5.11. Média e , desvio padrão s e 
desvios extremos (max e min) são apresentados [%]. 





max 467,421 9,725 2,860 1,812 1,071 
e  60,205 4,389 1,894 0,908 0,833 
min -45,998 -2,443 0,121 -0,439 0,269 










max 57,833 2,041 0,506 0,401 0,191 
e  -0,102 0,533 0,224 0,163 0,127 
min -23,822 -0,699 0,120 -0,033 0,091 
s 9,303 0,521 0,081 0,075 0,021 
 
1012 
max 79,917 2,373 0,798 0,656 0,402 
e  3,015 0,630 0,376 0,247 0,214 
min -21,381 -0,953 0,138 -0,297 -0,034 
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Figura 5.12: Resumo estatístico em termos de média e desvio padrão para caso de carga Triaxial com 
constrangimento de permeabilidade. a) material compósito 
𝐸𝑀𝐴𝑇1
𝐸𝑀𝐴𝑇2




= 101 com C.F. de Dirichlet.; c) material celular 
𝐸𝑀𝐴𝑇1
𝐸𝑀𝐴𝑇2
= 1012 com C.F. de 
Dirichlet. 
 
Tabela 5.9: Resumo estatístico dos resultados representados na figura 5.12. Média e , desvio padrão s e 
desvios extremos (max e min) são apresentados [%]. 





max 628,485 119,378 29,012 5,404 4,837 
e  87,982 -8,867 3,974 -4,728 0,425 
min -61,007 -56,627 -36,830 -8,962 -9,281 










max 87,163 44,903 11,503 5,479 3,448 
e  -0,094 4,830 1,469 1,319 0,694 
min -72,853 -6,654 -0,839 0,046 -0,363 
s 23,196 5,744 1,435 0,679 0,479 
 
1012 
max 114,686 11,381 5,218 5,288 3,394 
e  5,105 5,110 2,340 2,685 1,525 
min -41,815 -2,648 -0,837 -0,415 -0,512 







Figura 5.13: Resumo estatístico em termos de média e desvio padrão para caso de carga Biaxial com 
constrangimento de volume a) material compósito 
𝐸𝑀𝐴𝑇1
𝐸𝑀𝐴𝑇2




= 101 com C.F. de Dirichlet.; c) material celular 
𝐸𝑀𝐴𝑇1
𝐸𝑀𝐴𝑇2
= 1012 com C.F. de Dirichlet. 
 
Tabela 5.10: Resumo estatístico dos resultados representados na figura 5.13. Média e , desvio padrão s e 
desvios extremos (max e min) são apresentados [%]. 





max 407,449 124,969 54,185 4,387 12,153 
e  144,094 23,978 26,452 -1,604 7,102 
min -66,270 -21,336 3,189 -4,279 1,014 










max 114,712 3,320 2,541 0,849 1,170 
e  16,376 -1,323 1,330 0,675 0,918 
min -37,310 -12,452 -0,548 0,246 0,600 
s 42,557 4,431 0,683 0,140 0,259 
 
1012 
max 2,949 2,922 1,494 1,113 0,888 
e  -8,112 2,327 1,485 1,111 0,887 
min -40,726 2,208 1,480 1,110 0,887 
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Figura 5.14: Resumo estatístico em termos de média e desvio padrão para caso de carga Uniaxial com 
constrangimento de volume. a) material compósito 
𝐸𝑀𝐴𝑇1
𝐸𝑀𝐴𝑇2




= 101 com C.F. de Dirichlet.; c) material celular 
𝐸𝑀𝐴𝑇1
𝐸𝑀𝐴𝑇2
= 1012 com C.F. de Dirichlet. 
 
Tabela 5.11: Resumo estatístico dos resultados representados na figura 5.14. Média e , desvio padrão s e 
desvios extremos (max e min) são apresentados [%]. 





max 282,180 82,801 19,962 -0,892 1,641 
e  93,443 7,209 6,864 -2,900 0,977 
min -61,095 -14,898 2,143 -3,363 0,471 










max 18,031 1,120 0,383 0,257 0,213 
e  0,465 -0,220 0,167 0,019 0,105 
min -12,327 -2,698 -0,335 -0,187 0,032 
s 5,762 0,861 0,180 0,164 0,071 
 
1012 
max 1,191 1,177 0,574 0,442 0,351 
e  -2,754 0,719 0,493 0,348 0,295 
min -13,893 0,413 0,370 0,222 0,219 






5.2.2 Análise da periodicidade 
Nesta secção é feito o estudo dos efeitos de escala para a periodicidade na tensão (ver 
secção 3.4). As microestruturas consideradas são as seguintes: Hidrostático e Corte3 (com 
constrangimento de volume). 
Neste estudo será apenas considerado o caso de material compósito com C.F. de Dirichlet 
pois verificou-se que os casos de material compósito com C.F. de Neumann e material celular 
com C.F. de Dirichlet apresentavam o mesmo padrão de distribuição de tensão, havendo apenas 
uma diferença nos valores das tensões lidos em cada elemento. Como foi explicado no capítulo 
4, os resultados são obtidos através do ANSYS e é possível ler os componentes individuais do 
tensor das tensões assim como a tensão equivalente de von-Mises em cada elemento. À 
semelhança da análise de convergência da tensão na célula central será avaliado o valor da 
tensão equivalente no elemento, por uma questão de simplicidade. 
Aqui, para cada caso, serão escolhidas colunas de elementos que distam um período Y 
entre si. Na figura 5.15 pode-se ver as posições onde as colunas de elementos são selecionadas, 
para cada repetição da célula de base unitária. Estas pertencem a um plano 𝑥𝑦 do compósito que 
se situa a meio do eixo 𝑧 e estão localizadas, para repetições pares, a meio da célula de base 
unitária e encostadas o mais à direita da mesma, para repetições ímpares. 
 
Figura 5.15: Posição das colunas de elementos a serem avaliadas no estudo da periodicidade da tensão e 
para um número crescente de repetições da célula de base unitária. Representação em 2D para maior 
simplicidade. 
 
Na figura 5.16 pode-se ver a topologia que as duas microestruturas em estudo assumem 
no respetivo plano, assim como as colunas de elementos que serão comparadas, tanto para 
repetições pares como para ímpares. 
B A B D 
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Figura 5.16: Topologia obtida e posição das colunas de elementos no plano 𝑥𝑦 em estudo, para cada 
microestrutura e tanto para repetições pares como ímpares; a) hidrostático 2×2×2; b) hidrostático 3×3×3; 
c) corte3 2×2×2; d) corte3 3×3×3. 
 
Como se pode ver em ambos os casos, a topologia da microestrutura no plano em questão 
não é igual. Por essa razão, no caso Hidrostático e para repetições ímpares foi utilizado uma 
topologia descentrada. Desta forma foi possível obter-se topologias equivalentes. Ainda assim, 
para garantir que se estão a comparar elementos em posições relativas da microestrutura 
semelhantes, para repetições ímpares a posição das colunas deve ser a indicada. Outra 
alternativa passava por, para um fator de escala 𝑛 ímpar, selecionar-se um plano diferente do 
compósito e manter a posição das colunas utilizada para um fator par. No entanto, considerou-se 
que esta hipótese seria pior pois, deste modo, estar-se-ia a alterar a distância das colunas às 
extremidades do compósito. Já no caso Corte3 há a particularidade da topologia original e 
descentrada serem iguais (devido a haver simetria segundo a direcção octaedral da 
























A figura 5.17 mostra o que foi explicado no parágrafo anterior. Na mesma pode-se ver a 
microestrutura do compósito para o caso Hidrostático e para o caso de topologia descentrada 
(figura 5.17a), cortada a meio do eixo 𝑧. Para caso par é mostrado novo plano de corte, para 
melhor interpretação do design da célula unitária. 
 
Figura 5.17: Localização das colunas de elementos no plano 𝑥𝑦 médio do compósito para caso 
Hidrostático e fator de escala par e ímpar. a) 2×2×2; b) 3×3×3 com topologia descentrada. 
 
De seguida, nas figuras 5.18 e 5.20, serão apresentados os resultados obtidos no estudo da 
periodicidade através de uma representação gráfica que mostra a flutuação da tensão ao longo 
do eixo 𝑦, em cada coluna de elementos, para um número crescente de repetições da célula de 
base unitária e as topologias consideradas. Nesta pode-se ler no eixo das abcissas o valor da 
tensão equivalente e no eixo das ordenadas os elementos ao longo do eixo 𝑦. Esta representação 
gráfica será ainda precedida de uma representação extraída da interface gráfica do ANSYS 
(figura 5.19 e 5.21) que mostra a distribuição da tensão equivalente nos planos 𝑥𝑦 exibidos na 
figura 5.16 e 5.17 (no caso hidrostático utilizou-se uma topologia descentrada para fatores de 
escala ímpares). Estas têm particular interesse pois permitiram averiguar qual as zonas mais 
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Figura 5.18: Análise da periodicidade para caso de carga Hidrostático com constrangimento de volume 
e material compósito 
𝐸𝑀𝐴𝑇1
𝐸𝑀𝐴𝑇2
= 101 com C.F. de Dirichlet. Tensão avaliada em cada elemento, das colunas 
selecionadas, ao longo do eixo 𝒚 para um fator de escala crescente: a) 2×2×2; b) 3×3×3; c) 4×4×4; d) 
5×5×5. 
 
Figura 5.19: Distribuição da tensão equivalente (MPa) para caso de carga Hidrostático com 
constrangimento de volume e material compósito 
𝐸𝑀𝐴𝑇1
𝐸𝑀𝐴𝑇2













= 101 com C.F. de Dirichlet. Tensão avaliada em cada elemento, das colunas 
selecionadas, ao longo do eixo 𝒚 para um fator de escala crescente: a) 2×2×2; b) 3×3×3; c) 4×4×4; d) 
5×5×5. 
 
Figura 5.21: Distribuição da tensão equivalente (MPa) para caso de carga Corte3 com constrangimento 
de volume e material compósito 
𝐸𝑀𝐴𝑇1
𝐸𝑀𝐴𝑇2
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Na figura 5.17 está representado o caso hidrostático com constrangimento de volume e 
material compósito com C.F. de Dirichlet. Os resultados mostram que se obtém um padrão 
periódico perfeitamente estabelecido logo para o fator de escala inicia, 𝑛 = 2. Para 𝑛 = 3 e 
𝑛 = 5 a coluna mais à direita do plano (coluna C para 𝑛 = 3 e coluna E para 𝑛 = 5) surge 
desviada relativamente às restantes. Tal acontece pois esta coluna situa-se mais perto da 
extremidade do compósito que as restantes, ao passo que em repetições pares todas as colunas 
estão à mesma distância das extremidades. Optou-se por, nestes casos, representar a flutuação 
da tensão nessas colunas a traço interrompido, de modo a realçar que os valores da tensão lidos 
nos elementos das restantes colunas coincidem. Consegue-se ainda perceber que os valores mais 
altos da tensão surgem no material mais forte. 
Na figura 5.19 está representado o caso corte3 com constrangimento de volume e material 
compósito com C.F. de Dirichlet. Tal como no caso anterior, percebe-se existir periocidade na 
tensão logo para um fator de escala baixo 𝑛 = 2, o que é considerável e mostra que os 
resultados são bastante bons. Comparativamente ao caso anterior, e por se tratar duma 
microestrutura com uma topologia um pouco mais complexa, nota-se que em alguns elementos 





6 Conclusões e desenvolvimentos 
futuros 
Esta dissertação contribui para a investigação da análise de efeitos de escala com critérios 
de tensão, em materiais compósitos de microestrutura periódica com diferentes graus de 
anisotropia. A aplicação destes materiais tem recebido bastante atenção, principalmente no 
projeto de scaffolds (suportes biomiméticos), pois permitem obter bons compromissos entre 
propriedades mecânicas conflituantes e que noutros materiais não seria possível. 
Com o objetivo de se tratar um meio heterogéneo como um meio homogéneo com 
propriedades mecânicas equivalentes é utilizada a teoria da homogeneização para estimar as 
propriedades elásticas de materiais compósitos periódicos. Esta assume condições de fronteira 
periódicas e periodicidade infinita do meio (resolve um problema adimensional), o que não se 
verifica na prática. Logo, fez-se uma comparação entre os valores da tensão equivalente de von-
Mises calculados pela teoria da homogeneização, através do POSTMAT, e por ensaios 
mecânicos normalizados através do ANSYS. Por outro lado, fez-se a análise dos efeitos de 
escala para averiguar se existe um padrão periódico na distribuição da tensão, quando se 
aplicam ensaios mecânicos normalizados a um compósito de microestrutura periódica. 
Primeiro foi gerado um conjunto de topologias através da resolução de um problema de 
otimização topológica, formulado como a minimização da compliance sujeito a 
constrangimentos de volume ou permeabilidade, e para diferentes estados de tensão e de 
anisotropia. De seguida fez-se uma seleção que constituísse um bom conjunto representativo, a 
ser utilizado para a análise de efeitos de escala. 
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Como a teoria da homogeneização assume periodicidade infinita do meio, apenas analisa 
uma única célula, já que assim garante o mesmo resultado para qualquer número de células. No 
entanto, na prática um material compósito não é adimensional e é gerado através da repetição da 
célula de base unitária 𝑛 vezes em cada direção espacial (𝑛 × 𝑛 × 𝑛). Neste trabalho, para cada 
fator de escala 𝑛, o compósito pode ser submetido até quinze testes numéricos, aplicando 
condições de fronteira de tensão ou de deslocamento, e 𝑛 varia de 1 a 5. O objeto de estudo é o 
valor da tensão nos elementos do compósito e o objetivo é a verificação da convergência dos 
valores obtidos pelos ensaios numéricos para os valores obtidos pela homogeneização e a 
obtenção de um padrão periódico na distribuição da tensão no compósito, para um fator de 
escala 𝑛 crescente. 
Aqui foram utilizados dois modelos de material: material compósito (duas fases sólidas) e 
material poroso ou celular (fase sólida/vazio). Um dos desafios desta dissertação foi o de lidar 
com as C.F. de Neumann, uma vez que a aplicação de uma tensão diretamente em elementos da 
fase de vazio leva a uma excessiva deformação dos mesmos. Assim, a utilização destas C.F. 
teve de se restringir ao caso de material compósito. Já para C.F. de Dirichlet não existe este 
problema, pelo que foi possível a utilização das mesmas para os dois modelos de material, 
compósito e celular. 
Este trabalho mostra que na prática, inclusive para um fator de escala 𝑛 baixo (𝑛 = 5), é 
admissível utilizar os valores obtidos pela teoria da homogeneização, para além de que existe 
um padrão periódico na distribuição da tensão no compósito. 
Neste trabalho são utilizados critérios de tensão para a análise dos efeitos de escala, no 
entanto existe interesse em se fazer um estudo semelhante com outros critérios, como 
coeficiente de Poisson, permeabilidade, entre outros. Em Amiano (2015) é feito um estudo de 
efeitos de escala com foco nas propriedades elásticas onde ficou provado que os coeficientes 
dos tensores elásticos homogeneizados fora da diagonal apresentavam uma pior convergência. 
Também nesse trabalho ficou provado que é admissível utilizar os resultados obtidos pela 
homogeneização, para um fator de escala baixo. Por outro lado, devido a limitações de software, 
foi apenas possível a utilização de uma malha 10×10×10 que é relativamente grosseira, pelo que 
existe também o interesse de se averiguar a influência da malha utilizada nos resultados obtidos, 
à semelhança do se faz para o fator de escala. 
Relativamente à análise da convergência de tensão, a comparação dos resultados do 
POSTMAT é feito com os do ANSYS obtidos na célula central do compósito. No entanto, os 
compósitos analisados possuem um número finito de células unitárias (e como tal têm 
dimensões finitas), ao contrário do que sucede na homogeneização que assume um número 
infinito das mesmas. Por este motivo, utilizar apenas a célula central como objeto de 
comparação pode ser simplista. Uma alternativa de interesse seria a de avaliar a influência da 
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localização da célula de base unitária do compósito na comparação com os resultados da 
homogeneização. Por exemplo perceber qual a diferença nos resultados quando se comparam os 
valores da célula de base unitária e uma outra célula mais próxima da periferia do compósito. 
Nesta dissertação, o contributo ao nível de otimização com critérios de tensão reside 
numa revisão literária, no entanto este é um campo de interesse. De fato, a tensão é um critério 
muito apelativo em engenharia, pois um design ótimo deve ser igualmente viável quando 
implementado na prática. Em contrapartida, a introdução de critérios de tensão em otimização 
topológica apresenta vários desafios: (1) problema da singularidade; (2) natureza local do 
constrangimento de tensão; (3) comportamento altamente não linear da tensão. Existem já 
várias contribuições que permitem lidar com esses desafios e já se obtêm bons resultados para 
estruturas a nível macroscópico, no entanto, ao nível da microestrutura de material, ainda há 
muito a explorar. Dessa forma, a análise de tensões em materiais de microestrutura periódica 
que foi desenvolvida neste trabalho, representa algum trabalho de preliminar para o design 
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Anexo I 
Tabela A.1: Tabela com resultados de módulo de Young obtidos por ensaios mecânicos, para várias 

















Na análise de convergência, os resultados de tensão que se pretendem comparar referem-
se apenas aos elementos que pertencem à célula de base unitária central da microestrutura. Na 
figura A.1 está representada uma célula de base unitária, discretizada por uma malha de E.F 
10×10×10, e que mostra a ordem pela qual os mesmos estão numerados. Por sua vez, para um 
fator de escala 𝑛 >  1, as células de base unitárias são geradas primeiro segundo 𝑥 e depois 
segundo 𝑦 e finalmente 𝑧. 
 
Figura A.1: Representação da célula de base unitária discretizada por uma malha 10×10×10 e 
respetiva ordem na numeração dos elementos que a constituem. 
 
O ANSYS contém funções que permitem fazer seleção de elementos de formas 
diferentes, no entanto, algumas revelaram-se mais expeditas do que outras. De fato, foram 
implementadas duas formas diferentes para o fazer, sendo que uma delas mostrou ser pouco 
eficiente, levando a um custo computacional elevado. Esta primeira abordagem passou por 
implementar um algoritmo (parametrizado para qualquer dimensão de malha de E.F. e fator de 
escala 𝑛) que selecionava os elementos da célula central com base na posição espacial dos 8 nós 
pertencentes a cada um desses elementos (comandos NSEL e ESLN do ANSYS). Assim, o 
algoritmo continha um ciclo que percorria a célula central da microestrutura, por ordem 
crescente do número do elemento, e ia guardando em memória os valores da tensão resultantes 
do carregamento aplicado, para cada um. Contudo, verificou-se que, apesar de funcionar, esta 
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utilizar um algoritmo de identificação enumerativo que para malhas grosseiras funciona rápido 
mas fica muito lento para malhas mais refinadas. Posto isto, foi necessário utilizar uma 
alternativa. 
A segunda abordagem baseou-se em determinar a numeração do primeiro elemento da 
célula central, correndo depois um algoritmo para a identificação dos restantes elementos e 
guardando em memória para cada um deles os valores das componentes da tensão e von-Mises. 
Mesmo assim, esta abordagem apresentou alguns desafios que são explicados em seguida. 
Quando se considera o fator de escala 𝑛 = 1, a recolha dos valores de tensão, pela forma 
descrita no parágrafo anterior, é trivial porque a numeração dos elementos é bem conhecida e 
sequencial, logo a aplicação de um ciclo DO é simples e direta. Porém, para um fator de escala 
𝑛 >  1 já não é trivial e surgem ainda duas situações distintas. Por um lado, para um fator de 
escala 𝑛 ímpar a numeração dos elementos na célula central é sequencial, mas a numeração do 
primeiro elemento da célula não é conhecida e varia com a dimensão 𝑁 da malha e o número 𝑛 
de repetições (ou fator de escala). Logo, para um número de repetições ímpar, a numeração do 













) + 1 (A.1) 
Veja-se, por exemplo, na figura A.2 o elemento número 13001 que é o primeiro elemento 
da célula central para o caso 𝑛 = 3 (substitua-se na fórmula anterior 𝑁 =  10 e 𝑛 =  3). A 
identificação da numeração dos restantes elementos da célula é trivial, na medida em que é 
sequencial (com incrementos de 1) até chegarmos ao último elemento, número 14000.  
Por outro lado, para um fator de escala 𝑛 par, a numeração do primeiro elemento da 







− 1) × 𝑁3 + 𝑛2 × 𝑁3 × (
𝑛
2
− 1) + 1 +
1
2
(𝑁 + 𝑁2 +𝑁3) (A.2) 
Contudo, a numeração dos restantes elementos da célula central não é completamente 
sequencial. Tal acontece porque existem n
3
 cubos (em cada cubo a numeração dos elementos é 
sequencial) mas quando n é par a célula central deixa de ter numeração sequencial de elementos 
porque resulta da junção de oitavos de alguns desses cubos. Existem saltos na numeração dos 
elementos entre as interfaces de oitavos da célula central, conforme está exemplificado na figura 
A.3 para o caso 𝑛 = 2. Estes saltos na numeração dos elementos são devidamente identificados 








um salto na direção 𝑦 calcula-se através de 




um salto na direção 𝑧 calcula-se através de 




Na figura A.3 os saltos na numeração, obtidos por estas fórmulas, estão 
esquematicamente representados nas três direções espaciais e valem 995, 1950 e 3500, 
respetivamente. 
 
Figura A.2: Representação da célula unitária central para um fator de escala 𝒏 = 𝟑 e numeração dos 
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Figura A.3: Representação da célula unitária central para um fator de escala 𝒏 = 𝟐 e numeração dos 


























Figura A.4: Análise de efeitos de escala para caso de carga Corte2 com constrangimento de 
permeabilidade e material compósito 
𝑬𝑴𝑨𝑻𝟏
𝑬𝑴𝑨𝑻𝟐
= 𝟏𝟎𝟏 com C.F. de Neumann. Desvio calculado pela Eq. 
(5.2) em todos os elementos da célula central unitária para diferentes fatores de escala: a) 1×1×1; b) 
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Figura A.5: Análise de efeitos de escala para caso de carga Corte2 com constrangimento de 
permeabilidade e material compósito 
𝑬𝑴𝑨𝑻𝟏
𝑬𝑴𝑨𝑻𝟐
= 𝟏𝟎𝟏 com C.F. de Dirichlet. Desvio calculado pela Eq. 
(5.2) em todos os elementos da célula central unitária para diferentes fatores de escala: a) 1×1×1; b) 










Figura A.6: Análise de efeitos de escala para caso de carga Corte2 com constrangimento de 
permeabilidade e material celular  
𝑬𝑴𝑨𝑻𝟏
𝑬𝑴𝑨𝑻𝟐
= 𝟏𝟎𝟏𝟐 com C.F. de Dirichlet. Desvio calculado pela Eq. (5.2) 
em todos os elementos da célula central unitária para diferentes fatores de escala: a) 1×1×1; b) 2×2×2; c) 











  115 
Tabela A.2: Resumo estatístico dos desvios representados nas figuras A.4 a A.6. Média e , desvio 
padrão s e desvios extremos (max e min) são apresentados [%]. 





max 126,112 22,524 1,659 0,163 0,769 
e  15,170 -2,811 0,689 -0,437 0,365 
min -54,635 -7,866 -3,870 -0,916 -0,091 










max 348,202 81,261 9,199 2,980 1,545 
e  25,968 7,408 2,430 2,301 1,118 
min -47,020 -3,233 1,645 2,095 0,977 
s 74,319 12,001 1,110 0,143 0,114 
 
1012 
max 8613,872 1642,596 132,964 19,721 17,122 
e  253,634 39,391 8,071 4,623 2,912 
min -40,384 -7,142 4,150 3,396 -2,382 
s 870,893 161,626 12,971 1,607 1,475 
 
